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В работе впервые обобщен метод динамических конформных преобразований для численного моде-
лирования волновой капиллярной турбулентности поверхности жидкости в плоско-симметричной ани-
зотропной геометрии. Модель является сильно нелинейной и учитывает эффекты поверхностного на-
тяжения, а также диссипации и накачки энергии. Результаты моделирования показывают, что система
нелинейных капиллярных волн может переходить в режим квазистационарного хаотического движения
(волновая турбулентность). Вычисленные показатели спектров не совпадают с классическим спектром
Захарова–Филоненко для изотропной капиллярной турбулентности, но хорошо согласуются с оценкой,
полученной в предположении о доминирующем влиянии резонансных пятиволновых взаимодействий.
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Введение. Хорошо известно, что нелинейные

волновые системы могут переходить в квазистацио-

нарное хаотическое состояние (режим волновой тур-

булентности) в результате резонансных волновых

взаимодействий [1]. Явление волновой турбулентно-

сти может возникнуть в произвольной нелинейной

волновой системе. Так, например, известна оптиче-

ская турбулентность [2], магнито- и электрогидроди-

намическая волновая турбулентность [3–7], акусти-

ческая турбулентность [8–10] и турбулентность дис-

персионных капиллярных и гравитационных волн на

свободной поверхности жидкости [11–13]. В работах

Захарова и соавторов [11, 8] были впервые получены

точные решения кинетических уравнений для функ-

ции распределения квазичастиц-волн, описывающие

стационарный перенос энергии (или других интегра-

лов движения) вдоль различных масштабов. Такие

решения получили название спектров турбулентно-

сти Колмогорова–Захарова по аналогии с классиче-

ской гидродинамической турбулентностью [1].

В настоящий момент времени спектр изотроп-

ной капиллярной турбулентности на поверхности

жидкости (также известный как спектр Захарова–

Филоненко [11]) подтвержден с высокой точностью

как экспериментально [14, 15], так и численно [16–18].

Спектр Захарова–Филоненко обычно записывается в

терминах Фурье спектров функции η(r, t), определя-
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ющей форму поверхности жидкости, Sη(k) = |ηk|
2 и

Sη(ω) = |ηω|
2:

Sη(ω) = Cω
3wP

1/2(σ/ρ)1/6ω−17/6,

Sη(k) = Ck
3wP

1/2(σ/ρ)−3/4k−15/4, k = |k|, (1)

где k – волновой вектор, ω – угловая частота, Ck
3w

и Cω
3w – безразмерные константы, P – скорость дис-

сипации энергии на единицу площади поверхности,

σ и ρ – поверхностное натяжение и массовая плот-

ность жидкости, соответственно. Пространственный

и частотный спектры (1) связаны между собой зако-

ном сохранения энергии в пространстве Фурье, т.е.

Sη(k)dk = Sη(ω)dω. Степенная зависимость от P в

спектрах (1) с показателем степени 1/2 отражает ре-

зонансный характер трехволновых взаимодействий:

ω = ω1 + ω2, k = k1 + k2, (2)

где ω связана с волновым числом k законом диспер-

сии, ω = (σ/ρ)1/2k3/2.

Таким образом, справедливость спектра (1) для

описания изотропной капиллярной турбулентности

в настоящее время не подлежит сомнению. Си-

туация меняется в случае анизотропных возмуще-

ний поверхности, когда рассматриваемые волны рас-

пространяются в одном направлении, т.е. являют-

ся коллинеарными. В такой ситуации условия трех-

волнового резонансного взаимодействия (2) переста-

ют выполняться. Турбулентность коллинеарных ка-
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пиллярных волн впервые была исследована числен-

но на основе слабо нелинейной модели в [19]. В ра-

боте были обнаружены лишь тривиальные трех- и

четырехволновые резонансные взаимодействия. Три-

виальные волновые резонансы не приводят к перено-

су энергии по масштабам. Таким образом, механизм

развития капиллярной турбулентности в плоско-

симметричной геометрии до сих пор не ясен. Экс-

периментальное исследование [20], проведенное для

коллинеарных волн на поверхности ртути, свиде-

тельствует о доминирующем влиянии пятиволновых

резонансных взаимодействий, соответствующих чет-

вертому порядку нелинейности. Для резонансов та-

кого высокого порядка условия взаимодействия волн

всегда могут быть выполнены. На основе размерно-

го анализа спектров слабой турбулентности (см. [21])

авторы предложили оценки для спектра капилляр-

ной волновой турбулентности в квази-одномерной

геометрии:

Sη(ω) = Cω
5wP

1/4(σ/ρ)5/12ω−31/12,

Sη(k) = Ck
5wP

1/4(σ/ρ)−3/8k−27/8, (3)

где Ck
5w и Cω

5w – соответствующие безразмерные кон-

станты. Стоит отметить, что в работе [22] получены

аналогичные спектры турбулентности для плоских

гравитационных волн. Полной теории слабой турбу-

лентности коллинеарных капиллярных волн до сих

пор не предложено. Экспериментальные результа-

ты [20] с высокой точностью согласуются с анали-

тическими спектрами (3). Целью настоящего иссле-

дования является изучение возможности реализации

спектров (3) при прямом численном моделировании

турбулентности капиллярных волн.

Наибольшую трудность при исследовании

плоско-симметричной капиллярной турбулентности

представляет необходимость учета нелинейных эф-

фектов высокого порядка. Стандартным подходом

к изучению волновой турбулентности является рас-

смотрение слабо нелинейных уравнений движения

[23–25]. Для корректного описания пятиволновых

взаимодействий необходимо точно решить систему

уравнений четвертого порядка нелинейности. По-

нятно, что численное моделирование такой системы

является достаточно сложной задачей. По этой

причине в настоящей работе мы будем использо-

вать полностью нелинейный подход. Анализ будет

основан на методе нестационарного конформного

преобразования, при котором область, занимаемая

жидкостью, преобразуется в полупространство, см.

[26–31]. Принципиальным преимуществом метода

является сведение исходной пространственно-

двумерной задачи к одномерной системе уравнений,

непосредственно описывающей движение границы

жидкости. Метод конформного преобразования ока-

зался очень удобным для описания нелинейных волн

на свободных границах жидкостей, см., например,

[32–40]. Следует отметить, что метод динамических

конформных преобразований до сих пор не исполь-

зовался для описания волновой турбулентности

свободной поверхности жидкости.

Модельные уравнения. Рассмотрим сильно

нелинейную динамику идеальной несжимаемой глу-

бокой жидкости со свободной поверхностью. Движе-

ние жидкости считается плоско-симметричным, т.е.

полная физическая модель является двумерной. Вве-

дем декартову систему координат {x, y}, так чтобы

уравнение y = η(x, t) определяло отклонение свобод-

ной поверхности от невозмущенного состояния y = 0.

Потенциал скорости жидкости φ(x, y, t) удовлетворя-

ет уравнению Лапласа:

∆φ = 0.

На границе жидкости y = η(x, t) выполняются дина-

мическое и кинематическое граничные условия:

φt +
1

2
|∇φ|2 = −gη +

σ

ρ

ηxx
(1 + η2x)

3/2
, (4)

ηt + ηxφx = φy, (5)

где ∇ = {∂x, ∂y}, g – ускорение свободного падения.

На глубине движение жидкости затухает, т.е. φ → 0

при y → −∞. Полная энергия системы (гамильтони-

ан) имеет вид

H =
1

2

∫∫

y≤η

|∇φ|2dxdy +

+

+∞
∫

−∞

[

g

2
η2 +

σ

ρ

(

√

1 + η2x − 1
)

]

dx. (6)

Систему уравнений (4) и (5) можно перепи-

сать, используя вариационное дифференцирование

гамильтониана, см. [11]:

ηt = δH/δψ, ψt = −δH/δη,

где функции η(x, t) и ψ = φ(x, y = η, t) – кано-

нически сопряженные переменные. Записанная си-

стема уравнений описывает полностью нелинейную

эволюцию капиллярно-гравитационных волн на сво-

бодной поверхности жидкости. Минимальная фазо-

вая скорость линейных капиллярно-гравитационных

волн достигается на длине волны λ0 = 2π(σ/gρ)1/2

с периодом t0 = 2π(σ/g3ρ)1/4. Далее в работе будет
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рассмотрена динамика мелкомасштабных капилляр-

ных волн с волновыми числами k ≫ 2π/λ0, т.е. эф-

фектом силы тяжести будем пренебрегать. Перейдем

также к безразмерным переменным, положив σ = 1,

ρ = 1. В линейном приближении описанная система

сводится к дисперсионному соотношению:

ωk = k3/2. (7)

Совершим теперь конформное преобразование

области, занимаемой жидкостью, в полуплоскость

новых конформных переменных {u, v}. Поверхность

жидкости соответствует линии v = 0:

y = Y (u, t), ψ = Ψ(u, t), X = u− ĤY (u, t).

Здесь Ĥ – преобразование Гильберта, определяемое в

Фурье пространстве как Ĥfk = i ·sign(k)fk. Профиль

свободной поверхности определяется в параметриче-

ском виде: η(x, t) = Y (X(u, t), t). К настоящему мо-

менту времени процедура получения уравнений дви-

жения жидкости в конформных переменных хоро-

шо известна, см. [26–28], поэтому мы просто выпи-

шем уравнения движения, добавив слагаемые, ответ-

ственные за влияние диссипации и накачки энергии:

Yt =
(

YuĤ −Xu

) ĤΨu

J
− γ̂kY, (8)

Ψt =
(ĤΨu)

2 −Ψ2
u

2J
+Ĥ

(

ĤΨu

J

)

Ψu+
XuYuu − YuXuu

J3/2

+ F(k, t)− γ̂kΨ, (9)

где J = X2
u+Y

2
u – якобиан преобразования, γ̂k – опе-

ратор вязкости, F (k, t) – случайная вынуждающая

сила, действующая на больших масштабах. Слагае-

мые, ответственные за влияние диссипации и накач-

ки энергии, определяются в Фурье пространстве сле-

дующим образом:

γ̂k = 0, k ≤ kd,

γ̂k = γ0(k − kd)
4, k > kd,

F(k, t) = F (k) · exp[iR(k, t)],

F (k) = F0 · exp[−(k − k1)
4/k2], k ≤ k2,

F (k) = 0, k > k2.

Здесь R(k,t) – случайные числа, равномерно распре-

деленные в интервале [0, 2π], γ0 и F0 – константы.

Величина k1 определяет волновое число, на котором

достигается максимальная амплитуда накачки, k2 за-

дает ее ширину, а kd соответствует масштабу, при ко-

тором происходит диссипация. Четвертая степень по

k в операторе вязкости взята по аналогии с [34]. В

терминах конформных переменных полная энергия

системы (6) переписывается как

H =
1

2

+∞
∫

−∞

[

−ΨĤΨu + 2(J1/2 −Xu)
]

du. (10)

Первое слагаемое в подынтегральном выражении

(10) соответствует кинетической энергии системы, а

второе определяет потенциальную энергию поверх-

ностных капиллярных волн. В случае бесконечно ма-

лой амплитуды поверхностных волн и отсутствия

накачки и диссипации энергии уравнения (8) и (9)

переходят в дисперсионное соотношение (7). Соот-

ветствующие величины преобразуются как u → x,

Y → η(x, t) и Ψ → ψ(x, t) в линейном приближении.

Результаты моделирования. Целью настоя-

щей работы является численное решение системы

нелинейных интегро-дифференциальных уравнений

(8) и (9). Дифференциальные и интегральные опе-

раторы будут рассчитываться на основе спектраль-

ных методов с полным числом Фурье-гармоник N ,

т.е. граничные условия будут периодическими. Инте-

грирование по времени будет осуществляться явным

методом Рунге–Кутта четвертого порядка точности с

шагом dt. Все расчеты, представленные в работе, вы-

полнены в периодической области длиной L = 2π со

следующими параметрами: dt = 2.5 · 10−6, N = 8192,

γ0 = 10−6, kd = 750, F0 = 105/N , k1 = 3, k2 = 7.

Для подавления эффекта элайзинга мы используем

фильтр низких частот, обнуляющий высшие гармо-

ники с k ≥ N/3 на каждом шаге интегрирования по

времени.

На рисунке 1 показана эволюция полной энергии

системы (10) при заданных параметрах расчета. Дей-

ствительно, можно видеть, что под действием внеш-

ней хаотической силы энергия растет до некоторо-

го значения, вблизи которого далее совершает доста-

точно сложные осцилляции. Среднее значение энер-

гии в режиме квазистационарного движения (вол-

новой турбулентности) составило 〈H〉t ≈ 1. Плот-

ность вероятности (PDF – probability density function)

для амплитуды поверхности, измеренная в стацио-

нарном состоянии, показана на вставке к рис. 1. Вид-

но, что функция плотности вероятности оказалась

очень близкой к нормальному распределению Гаус-

са, показанному красной пунктирной линией. Этот

факт свидетельствует о развитом характере наблю-

даемой капиллярной турбулентности на поверхности

жидкости.

В квазистационарном состоянии движение жид-

кости приобретает сложный хаотический характер,

см. рис. 2. На этом рисунке показана форма поверх-
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Рис. 1. (Цветной онлайн) Временная зависимость пол-
ной энергии системы (10). На вставке показана плот-
ность вероятности (PDF) для амплитуд поверхности,
измеренных относительно среднеквадратичного откло-
нения ση, красная пунктирная линия соответствует
нормальному распределению Гаусса

Рис. 2. (Цветной онлайн) Форма поверхности жидко-
сти в некоторый момент квазистационарного состоя-
ния, t = 410. На вставке показана граница жидкости в
области x ∈ [−0.938,−0.928], синяя линия соответству-
ет функции Y (X), вычисленной из уравнений (8) и (9),
красная линия показывает результат интерполяции на
однородной сетке

ности жидкости в некоторый момент времени квази-

стационарного состояния. Видно, что граница при-

обретает довольно сложную нерегулярную форму.

Усредненное по времени значение крутизны волн в

квазистационарном состоянии оценивается как

ǫ =

〈
√

1

L

∫

|η(x, t)x|2dx

〉

t

≃ 0.3,

что достаточно мало относительно единицы. При та-

кой крутизне на поверхности жидкости не наблю-

даются сильно нелинейные структуры типа струй,

капель и пузырьков [41]. Таким образом, под дей-

ствием внешней силы (энергетической накачки) си-

стема нелинейных коллинеарных капиллярных волн

может переходить в квазистационарное хаотическое

состояние.

Главный вопрос настоящего исследования состо-

ит в том, какой спектр турбулентности демонстри-

рует система на развитой стадии эволюции. Спектры

турбулентности (1) и (3) в принципе могут быть при-

менимы для функции Y (u, t), вычисляемой из урав-

нений (8) и (9), поскольку для нее также справед-

ливо дисперсионное соотношение (7). В то же вре-

мя, сама по себе зависимость Y = Y (u, t) не имеет

прямого физического смысла, так как она в сущ-

ности описывает динамику возмущений координат

{X,Y } в конформном пространстве. Для полного

описания турбулентности необходимо в явном виде

выразить значение формы поверхности η(x, t) на од-

нородной сетке горизонтальной оси x. Параметриче-

ская зависимость Y (Xi), полученная из уравнений

(8) и (9), определена в узлах i вычисленной неодно-

родной сетки Xi(u, t). Для получения явной зависи-

мости y = η(x, t) необходимо интерполировать зна-

чения функции Y (X(u)) в новых узлах j с фиксиро-

ванным шагом dx = Xj+1 −Xj . В качестве интерпо-

лирующей процедуры мы воспользуемся кубически-

ми сплайнами. Насколько нам известно, такой метод

ранее не применялся для анализа расчетов на основе

динамических конформных преобразований. Резуль-

тат интерполяции показан во вставке к рис. 2. Вид-

но, что процедура восстанавливает профиль с высо-

кой точностью. Средняя ошибка в оценке потенци-

альной энергии капиллярных волн по формулам (6)

и (10) составила порядка 10−4. Такая высокая точ-

ность достигается за счет большой плотности сетки

и отсутствию сильно нелинейных структур, при ко-

торых функция Y (X(u)) перестает быть взаимно од-

нозначной.

На рисунке 3 показан усредненный по време-

ни пространственный спектр поверхности Sη(k) =

=
〈

|ηk|
2
〉

t
в режиме квазистационарного движения.

Видно, что спектр поверхностных возмущений при-

обретает степенное распределение в интервале вол-

новых чисел k ∈ [10, 150]. Показатель спектра замет-

но отличается от классического спектра Захарова–

Филоненко (1), полученного в предположении о до-

минирующем характере трехволновых резонансных

взаимодействий в изотропной геометрии. В то же

время оценка (3), полученная в предположении о

доминирующем характере пятиволновых резонанс-

ных взаимодействий, существенно лучше описыва-
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Рис. 3. (Цветной онлайн) Усредненный по време-
ни пространственный спектр возмущений поверхно-
сти. Черная пунктирная линия соответствует спектру
Захарова–Филоненко (1), красная пунктирная линия
описывает спектр турбулентности (3). На вставке по-
казан пространственный спектр функции Y (u, t)

ет данные численного моделирования. Спектр тур-

булентности для функции Y (u, t) показан во вставке

к рис. 3. Видно, что спектр SY (k) =
〈

|Yk|
2
〉

t
также

хорошо согласуется с выражением (3).

Для анализа возможного влияния когерентных

структур (например, солитонов или связанных волн

[42]) на эволюцию поверхности на рис. 4 показа-

но пространственно-временное преобразование Фу-

Рис. 4. (Цветной онлайн) Пространственно-временное
преобразование Фурье |η(k, ω)| в логарифмическом
масштабе. Черная пунктирная линия показывает точ-
ное дисперсионное соотношение (7), белые сплошные
линии соответствуют нелинейному уширению частоты.
На вставке показано преобразование Фурье для функ-
ции Y (u, t)

рье формы поверхности. Можно видеть, что возму-

щения присутствуют во всем интервале волновых

чисел. Фурье-гармоники достаточно узко распреде-

лены вдоль дисперсионного соотношения (7). Влия-

ния каких-либо сильно нелинейных структур не об-

наруживается. На рисунке 4 заметно только ушире-

ние частот, возникающее вследствие нелинейных эф-

фектов (зависимости скорости волн от амплитуды).

Интересно отметить, что эффект уширения частот

более заметен для спектра |Y (k, ω)|, показанного во

вставке к рис. 4. Среднее уширение частоты для каж-

дого k можно вычислить по формуле [9]:

δω(k) =

[

∫∞

0 (ω − ωk)
2|η(k, ω)|2dω

∫∞

0
|η(k, ω)|2dω

]1/2

,

где ωk определяется из дисперсионного соотношения

(7). Фактически величина δω определяет характер-

ное нелинейное время τNL = 1/δω, являющееся важ-

ным параметром в теории слабой турбулентности

[1]. Критерием применимости этой теории является

условие: τL/τNL ≪ 1, где τL = 1/ωk – время, опре-

деляемое из линейного дисперсионного соотношения.

Вычисленное соотношение τL/τNL для функций η и

Y показано на рис. 5. Можно видеть, что уширение

Рис. 5. (Цветной онлайн) Отношение линейного к нели-
нейному времени τL/τNL, вычисленное для функций
η(x, t) и Y (u, t)

частот действительно больше для функции Y (u, t).

Для восстановленной зависимости η(x, t) параметр

τL/τNL оказывается меньше единицы почти на по-

рядок. Таким образом, сравнение характерных вре-

мен свидетельствует о слабо нелинейном характере

эволюции системы.

Заключение. В настоящей работе предложена

новая модель для прямого численного моделирова-

ния волновой турбулентности, возникающей на сво-
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бодной поверхности жидкости. Вычислительная мо-

дель является полностью нелинейной и учитывает

эффекты поверхностного натяжения, накачки и дис-

сипации энергии. Результаты моделирования пока-

зывают, что система взаимодействующих нелиней-

ных капиллярных волн может переходить в квази-

стационарное состояние, когда действие внешней си-

лы полностью компенсируется диссипативными эф-

фектами. В этом режиме движение жидкости при-

обретает сложный и нерегулярный характер, а плот-

ность вероятности амплитуды границы становится

близкой к нормальному распределению Гаусса. Из-

меренный спектр поверхностных возмущений в ква-

зистационарном состоянии приобретает степенную

зависимость с показателем, близким к аналитическо-

му спектру, полученному в предположении о доми-

нирующем влиянии резонансных пятиволновых вза-

имодействий в анизотропной плоско-симметричной

геометрии. Анализ пространственно-временного пре-

образования Фурье также свидетельствует о слабо

нелинейном характере эволюции волн. Следует так-

же отметить, что численные результаты хорошо со-

гласуются с экспериментальными исследованиями,

проведенными для жидкой ртути [20].
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