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Исходя из выражений для квадратов масс псевдоскалярных мезонов m2
π и m2

K , полученных с точ-
ностью до второго порядка по нарушению киральной симметрии, определяются отношения масс легких
кварков: ms/md и mu/md. Фит теоретических выражений m2

π и m2
K по их феноменологическим значе-

ниям ведет к функциональной зависимости между величинами ms/md и mu/md, которая описывается
алгебраической кривой третьего порядка. Дополнительное ограничение возникает, если привлечь резуль-
тат вычислений на решетке ms/mud = 27.23(10), представленный FLAG для случая четырех кварковых
ароматов. Это существенно уменьшает погрешность (∼ 2%) для величины отношения mu/md = 0.455(8).
Затем мы получаем абсолютные значения масс кварков.
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Токовые массы u, d и s кварков являются фун-

даментальными параметрами Стандартной модели,

и поэтому определение их численных значений от-

носится к числу первостепенных задач современ-

ной физики частиц. В квантовой хромодинамике

(КХД) они отвечают за явное нарушение киральной

SU(3)L×SU(3)R симметрии, которое описывается га-

мильтонианом

Hm =
∑

q=u,d,s

mq q̄q. (1)

Произведение mq q̄q инвариантно относительно пре-

образований ренормгруппы (в приближении главных

логарифмов). Известно, что на энергетическом мас-

штабе µ ≃ 1ГэВ (в MS- схеме вычитаний) мас-

сы легких кварков равны mu ≃ 4.2МэВ, md ≃

7.5МэВ, ms ≃ 150МэВ [1] (см. также [2–5]). Посколь-

ку mq/µ ≪ 1, Hm можно рассматривать, как ма-

лое возмущение в окрестности кирального предела

mq = 0.

Отношение кварковых масс mq(µ)/mq′(µ) в MS-

схеме не зависит от выбора точки вычитания µ, и

может быть получено из массовых формул псевдо-

скалярных мезонов стандартными методами алгебры

токов [6]

m2
π+ = B0(mu +md) + γπ+ ,

m2
π0 = B0(mu +md) + γπ0 ,

m2
K+ = B0(mu +ms) + γK+ ,

m2
K0 = B0(md +ms) + γK0 . (2)

1)e-mail: aaosipov@jinr.ru

Здесь B0 – величина, пропорциональная SU(3) квар-

ковому конденсату B0 = −〈q̄q〉/F 2, F – константа

распада пиона в киральном пределе; mπ,K – феноме-

нологические значения мезонных масс; γπ,K – элек-

тромагнитный вклад в собственную энергию псевдо-

скаляров. Согласно теореме Дашена [7] в лидиру-

ющем приближении по mq имеют место равенства:

γK0 = γπ0 = 0, γπ+ = γK+ = m2
π+ −m2

π0 . Тогда при-

ходим к известным формулам Вайнберга

mu

md

LO
=

m2
K+ −m2

K0 + 2m2
π0 −m2

π+

m2
K0 −m2

K+ +m2
π+

= 0.56,

ms

md

LO
=

m2
K+ +m2

K0 −m2
π+

m2
K0 −m2

K+ +m2
π+

= 20.18. (3)

Систематические вычисления следующей (NLO)

поправки к результату Вайнберга [8, 9] показали,

что выход за рамки алгебры токов ведет к функ-

циональной зависимости отношений x = mu/md и

y = ms/md. Согласно низкоэнергетической теореме

[8] кривая f(x, y) = 0 является эллипсом. Напротив,

фитирование массовых формул, полученных с точ-

ностью до первой поправки к результату алгебры то-

ков (2), показывает, что x и y принадлежат (с учетом

приближений сделанных в [9]) кривой второго поряд-

ка, каноническая форма которой есть парабола. По-

скольку вид функции f(x, y) важен для извлечения

теоретической информации о величинах отношений

кварковых масс x и y, имеет смысл более подроб-

но остановиться на обоих методах, чтобы понять их

плюсы и минусы. Изучению этого вопроса и посвя-

щена настоящая заметка.
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В основе нашего анализа лежат формулы

m2
π+ = B0(mu +md)[1 + ∆(mu +md)] + γπ+ ,

m2
K+ = B0(mu +ms)[1 + ∆(mu +ms)] + γK+ ,

m2
K0 = B0(md +ms)[1 + ∆(md +ms)] + γK0 , (4)

в которых учтен NLO вклад в собственную энер-

гию псевдоскалярных мезонов. Эти соотношения мо-

гут быть получены в 1/Nc киральной теории возму-

щений (1/NcχPT) [10, 11], и тогда параметр ∆ =

8B0(2L8 − L5)/F
2 выражается через низкоэнергети-

ческие константы эффективного кирального лагран-

жиана. К формулам (4) мы приходим и в моде-

ли Намбу–Иона-Лазинио, используя правила счета,

принятые в 1/NcχPT: 1/Nc, p
2,mq = O(δ). В этом

случае ∆ = δM/(2M0) [12], где M0 – щель в фермион-

ном спектре, а безразмерная константа δM определя-

ется всей совокупностью параметров модели. В даль-

нейшем величина параметра ∆ будет фиксироваться

исходя из современных оценок КХД на решетке. Сле-

дует также отметить, что величины параметров ∆ и

B0 не влияют на вид функции f(x, y).

Подчеркнем, что при выводе формул (4), поми-

мо разложения по степеням масс кварков и импуль-

сов, вершины эффективного мезонного лагранжиана

классифицировались в соответствии с их поведением

в пределе большого числа цветовых степеней свобо-

ды Nc. Это позволило расширить группу симметрии

теории до U(3)L × U(3)R, включив в рассмотрение

η′-мезон, и как сле,дствие, учесть известное решение

U(1)-проблемы [13–18], и подавить процессы, нару-

шающие правило Цвейга. Благодаря 1/Nc разложе-

нию, в выражении (4) отсутствует вклад киральных

логарифмов, который имеет следующий порядок ма-

лости O(δ3). Это важная деталь позволяет избавить-

ся от неоднозначности, возникающей при вычислени-

ях x и y, которая связана с нефизической симметрией

лагранжиана киральной теории возмущений относи-

тельно преобразований Каплана–Манохара [9].

Выход за рамки алгебры токов ведет к наруше-

нию теоремы Дашена. Это, в первую очередь, каса-

ется вкладов γπ+ и γK+ . Для нейтральных мод по-

прежнему можно считать, что в (4) γK0 = γπ0 = 0.

Вклад виртуальных фотонов в собственную энергию

заряженного пиона находим из формулы

γπ+ = (m2
π+ −m2

π0)− (m̄2
π+ − m̄2

π0). (5)

Чистый КХД-вклад мал (m̄2
π+ − m̄2

π0) ∼ (md −mu)
2

и может быть вычислен в χPT, которая дает оценку

m̄π+ − m̄π0 = 0.17(3)МэВ [8]. Отсюда следует, что

γπ+ = 1.21(1)× 10−3 ГэВ2 [19, 20]. (6)

В случае заряженного каона отклонение от теоремы

Дашена (γK+ = γπ+) можно охарактеризовать пара-

метром ǫ [21], а именно,

γK+ = γπ+ + ǫ(m2
π+ −m2

π0). (7)

В недавнем обзоре результатов, полученных различ-

ными коллаборациями, моделирующими КХД на ре-

шетке, FLAG [22] приводит следующие усредненные

значения ǫ

ǫ = 0.79(6) (Nf = 2 + 1 + 1), (8)

ǫ = 0.73(17) (Nf = 2 + 1). (9)

В дальнейшем мы будем использовать первую из оце-

нок. Она имеет меньшую ошибку и отвечает симу-

ляциям с четырьмя кварковыми ароматами, mu =

md 6= ms 6= mc. Это дает

γK+ = 2.21(8)× 10−3 ГэВ2, (10)

что, при сравнении с (6), указывает на существенное

нарушение теоремы Дашена.

Система трех уравнений (4) имеет четыре сво-

бодных параметра (например, mdB0, md∆, x, y). По

этой причине результатом ее решения будет связь

f(x, y) = 0. Чтобы найти функцию f(x, y), рассмот-

рим два отношения

rx =
m2

K+−m2
K0+m2

π+−γK+−γπ+

m2
K0−m2

K++m2
π++γK+−γπ+

=
x+md∆[y(x− 1) + x(x + 1)]

1 +md∆[y(1− x) + 1 + x]
, (11)

ry =
m2

K++m2
K0−m2

π+−γK++γπ+

m2
K0−m2

K++m2
π++γK+−γπ+

=
y +md∆[y(y + x) + y − x]

1 +md∆[y(1− x) + 1 + x]
, (12)

где на втором шаге мы использовали формулы (4). С

одной стороны, из экспериментальных значений масс

π+, K+, K0 мезонов и полученных выше оценок (6) и

(10), получаем rx = 0.498(5), ry = 19.32(6), с другой

стороны, исключая зависимость от параметра md∆

в (11) и (12), приходим к уравнению

(y2 − 1)(1− xrx) = (1− x2)(yry − 1). (13)

Это плоская алгебраическая кривая третьего поряд-

ка (кубика) рода g = 1. Она имеет три независи-

мые ветви: две гиперболические и одну прямолиней-

ную (гиперболического типа). Именно последней вет-

ви принадлежит точка (x, y) = (rx, ry).

Результат (13) не зависит от выбора отношений

rx, ry. Любая произвольно выбранная пара
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rα =
(αP , m̄

2
P )

(ᾱP , m̄2
P )

, rβ =
(βP , m̄

2
P )

(β̄P , m̄2
P )

, (14)

где m̄2
P = m2

P − γP , и (αP , m̄
2
P ) = αK+m̄2

K+ +

αK0m̄2
K0 + απ+m̄2

π+ , после исключения зависимости

от ∆ приведет к уравнению

(αP , µ
2
P )(βP , µP )− (αP , µP )(βP , µ

2
P )

+ rα[(ᾱP , µP )(βP , µ
2
P )− (ᾱP , µ

2
P )(βP , µP )] (15)

+ rβ [(β̄P , µ
2
P )(αP , µP )− (β̄P , µP )(αP , µ

2
P )]

= rαrβ [(β̄P , µ
2
P )(ᾱP , µP )− (β̄P , µP )(ᾱP , µ

2
P )].

Здесь µP = mi + mj , индексы (i, j) соответствуют

кварковому составу конкретного мезонного состоя-

ния P : (u, d) → π±, (u, s) → K±, (d, s) → K0, K̄0.

Зависимость от произвольных параметров αP ,

βP , ᾱP , β̄P факторизуется. Для этого rα и rβ в (15)

необходимо выразить через rx и ry . В результате

уравнение примет вид

F(αP , βP , ᾱP , β̄P , rx, ry)

× [(y2 − 1)(1− xrx)− (1− x2)(yry − 1)] = 0.

Если функция F 6= 0, то имеет место уравнение (13).

В противном случае, rα и rβ не являются независи-

мыми переменными. Таким образом, вид кривой (14)

не зависит от выбора пары rα, rβ . Более того, в слу-

чае, когда ᾱP = β̄P , как это, например, имеет место

в (11), (12), отношения приводят к уравнению (13)

независимо от того, производится δ-разложение от-

ношений (14) в ряд или нет.

Действительно, δ-разложение дает

rα = kα[1 + lα(md∆) +O(δ2)], (16)

где коэффициенты kα и lα являются функциями от-

ношений кварковых масс x, y и параметров αP , ᾱP

kα =
(αP , µP )

(ᾱP , µP )
, lα =

1

md

[

(αP , µ
2
P )

(αP , µP )
−

(ᾱP , µ
2
P )

(ᾱP , µP )

]

.

Очевидно, что если рассмотреть два элемента rα и

rβ , то можно исключить зависимость от параметра

md∆ и, таким образом, найти уравнение, связываю-

щее y и x

kαkβ(lα − lβ) = kαlαrβ − kβlβrα. (17)

Если ᾱP = β̄P , (17) описывает кубическую кривую

(13). Если же ᾱP 6= β̄P , различные пары rα, rβ ведут

к различным алгебраическим кривым. Некоторые

следствия такого поведения изучались в [12, 23]. Наи-

больший интерес здесь представляет случай lα = lβ .

Тогда из (17) следует, что rα/rβ = kα/kβ, т.е. в дан-

ном двойном отношении NLO вклады отсутствуют.

Это составляет содержание хорошо известной низко-

энергетической теоремы [8]. Например, рассмотрим

киральное разложение следующих отношений

r1 =
m2

K+ − γK+

m2
π+ − γπ+

=
ms +mu

md +mu

[

1 + ∆(ms −md) +O(δ2)
]

,

r2 =
m2

K0 −m2
K+ + γK+

m2
K0 −m2

π+ + γπ+

=
md −mu

ms −mu

[

1 + ∆(ms −md) +O(δ2)
]

. (18)

У них l1 = l2, и как следствие

r1
r2

=
m2

s −m2
u

m2
d −m2

u

≡ Q2
1 . (19)

Очевидно, что здесь переменные x и y принадлежат

эллипсу. В этом случае мы имеем три степени свобо-

ды md∆, x, y для фитирования двух феноменологи-

ческих значений r1, r2. Безразмерный параметр md∆

отвечает за положение точки на кривой (напомним,

что в случае кубической кривой для этого необходи-

мо фиксировать значения двух параметров: md∆ и

mdB0). Уравнение эллипса (19) в переменных rx, ry
принимает вид

(y2 − 1)(1− r2x) = (1 − x2)(r2y − 1). (20)

Из сравнения уравнений (13) и (20) (см. рис. 1),

видно, что обе кривые содержат одни и те же пара-

метры rx и ry. Разница в том, что в случае эллип-

са они образуют общий фактор, который определяет

главную полуось данной геометрической фигуры

Q1 =

√

r2y − r2x
1− r2x

= 22.28(15). (21)

В приведенной численной оценке указана погреш-

ность, которая вызвана ошибкой в величине ǫ (8).

Этот результат находится в прекрасном согласии

с оценкой QGL = 22.1(7) [19], где QGL ≡ (m2
s −

m2
ud)/(m

2
d − m2

u), и mud = (mu + md)/2, получен-

ной из экспериментальных данных по η → 3π распа-

дам. Он также согласуется с оценкой FLAG: QGL =

22.5(5) [22]. Высокая точность численной оценки (21)

объясняется прецизионными данными современных

вычислений КХД на решетке для величины ǫ.

В случае кубики параметры rx и ry независимы.

Как следствие, отношение кварковых масс Q2
1 меня-

ется вдоль кубической кривой и, поэтому ее опреде-

ление требует дополнительного предположения, ко-

торое, как мы покажем, в случае физических значе-

ний масс кварков ведет к результату Q1 = 22.24(16).
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Рис. 1. (Цветной онлайн) Функция y = ms/md от
x = mu/md в NLO приближении для случая, когда
выполняется низкоэнергетическая теорема Гассера–
Лойтвилера (эллипс, верхние кривые), и когда выпол-
няются массовые формулы (кубика, нижние кривые).
Поскольку теорема Дашена нарушена, для каждого из
случаев изображены две кривые, охватывающие интер-
вал ǫ = 0.79(6). Кривые имеют общую касательную
в точке (rx, ry). Воображаемая горизонтальная линия
y = ry пересекает кубическую кривую в точках (rx, ry)

и (0, ry)

Предположение связано с использованием отно-

шения S = ms/mud = 27.23(10) [22], которое известно

из КХД расчетов на решетке, и малочувствительно

к поправкам, связанным с нарушением теоремы Да-

шена. Электромагнитный вклад в эту величину со-

ставляет ≃ 0.18% [24], т.е. действительно очень мал.

Знание S позволяет существенно ограничить область

допустимых значений для x и y и таким образом по-

высить точность теоретических расчетов величины

отношения mu/md. Эта идея не нова. Она уже ис-

пользовалась в [19], где авторам на основе кварковых

отношений QGL = 22.1(7) и S = 27.23(10) удалось

установить, что mu/md = 0.44(3). Теперь эту оценку

можно улучшить благодаря высокой точности (8).

Результат наших расчетов представлен на рис. 2.

Он демонстрирует прекрасное согласие данных, по-

лученных независимо как на основе низкоэнергети-

ческой теоремы, так и с использованием кубической

кривой

mu/md = 0.455(8) (кубика),

mu/md = 0.456(8) (эллипс). (22)

Как мы уже отмечали, величина кваркового кон-

денсата 〈q̄q〉(µ) связана с низкоэнергетической кон-

стантой B0(µ), и зависит от ренормгруппового мас-

штаба µ в MS схеме вычитаний. Однако произведе-

ние mq(µ)B0(µ) инвариантно относительно преобра-

зований ренормгруппы. Поскольку это произведение

Рис. 2. (Цветной онлайн) Допустимые значения для от-
ношений кварковых масс x = mu/md и y = ms/md.
Сравниваются эллипс (пунктирные линии, отвечаю-
щие области Q1 = 22.24(16)) и кубика (сплошные ли-
нии, отвечающие области ǫ = 0.79(6)). Тонкие прямые
линии выделяют область S = 27.23(10), полученную
FLAG в результате обработке решеточных данных для
Nf = 2 + 1 + 1 [22]. Пересечение полос, отвечающих
рассматриваемым значениям S и кубики (закрашено),
выделяет область физических значений для отношений
x и y

является одним из внутренних параметров кубики,

мы можем оценить массы отдельных кварков, если

известно B0, и наоборот. Решеточные оценки B0(µ) в

настоящее время не отличаются высокой точностью.

Для наших расчетов мы воспользуемся результатом

B0(2ГэВ) = 2.682(36)(39)ГэВ [26], суммарная ошиб-

ка которого сравнительно мала ∼ 2%.

Чтобы найти абсолютные значения масс кварков,

необходимо решить систему трех уравнений (4). Для

этого, при заданном значении B0(2ГэВ), мы варьи-

руем параметр ∆ так, чтобы решение принадлежало

выделенной (закрашенной) области на рис. 2. Соот-

ветствующие результаты собраны в табл. 1.

В первой строке таблицы представлены результа-

ты решения системы уравнений (4), отвечающие зна-

чениям B0 = 2.682(53)ГэВ. Чтобы получить пред-

ставление о роли погрешности, вносимой величи-

ной B0, мы приводим также результаты расчетов,

выполненных при строго фиксированном значении

B0 = 2.66ГэВ (см. вторую строку табл. 1). Для этого

мы взяли среднее арифметическое центральных зна-

чений B0 = 2.682(53)ГэВ [26] и ETM коллаборации

B0 = 2.64(20)ГэВ [27]. В третьей строке приведены

значения, распространяемые PDG [25], а четвертая и

пятая строки представляют оценки FLAG [22], сде-

ланные для случая четырех и трех ароматов квар-

ков соответственно. Они получены путем усреднения

результатов различных решеточных коллабораций в

соответствии с критериями отбора FLAG.
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Таблица 1. Массы легких кварков mu, md, ms, усредненное по изоспину значение mud = (mu +md)/2 (все в [МэВ]), и отноше-
ния масс кварков mu/md, Q1, R = (ms−mud)/(md −mu). Все величины соответствуют шкале µ = 2ГэВ в MS-схеме вычитаний

Источник Условия mu md mud ms mu/md Q1 R

Данная B0=2.682(53) ГэВ 2.14± 0.07 4.70 ± 0.12 3.42(7) 93.13 ± 2.25 0.455(8) 22.23(16) 35.02(61)

статья B0=2.66ГэВ 2.16± 0.03 4.74 ± 0.03 3.447(2) 93.85 ± 0.41 0.455(8) 22.23(16) 35.02(61)

PDG [25] − 2.16+0.49
−0.26 4.67+0.48

−0.17 3.45+0.35
−0.15 93.4+8.6

−3.4 0.474+0.056
−0.074 − −

FLAG [22] Nf =2+1+1 2.14± 0.08 4.70 ± 0.05 3.410(43) 93.44 ± 0.68 0.465(24) 22.5(5) 35.9(1.7)

Nf =2+1 2.27± 0.09 4.67 ± 0.09 3.364(41) 92.03 ± 0.88 0.485(19) 23.3(5) 38.1(1.5)

Сравнение результатов, представленных в пер-

вых двух строчках табл. 1, показывает, что ошиб-

ка ≃ 2% в величине B0 вместе с существующей

≃ 1.5% погрешностью в определении значений ǫ

и S ведет к суммарной ошибке ≃ 3% для масс

кварков. Этой точности достаточно, чтобы утвер-

ждать, что наши результаты полностью согласуются

с данными, представленными PDG, а также средни-

ми значениями, приведенными FLAG. Кроме того,

из этого можно заключить, что используемое для

расчетов δ-разложение, лежащее в основе исходной

формулы для нашего анализа (4), оказывается эф-

фективным инструментом для расчета масс легких

кварков.

Поскольку в литературе имеется большое количе-

ство оценок кварковых масс, отнесенных к масштабу

µ = 1ГэВ, мы приведем соответствующие результа-

ты наших вычислений. В начале заметки мы указали

результат Вайнберга для масс кварков. Он позволяет

оценить величину константы B0(1ГэВ) ≃ 1.58ГэВ.

Действительно, формулы (2) при данном значении

B0 дают mu = 4.1МэВ, md = 7.4МэВ, ms = 149МэВ.

Учет NLO поправки приводит к следующим оценкам

(для разрешенной области рис. 2): mu = 3.63(5)МэВ,

md = 7.98(4)МэВ, ms = 158.0(7)МэВ. По ним мож-

но судить и о величине NLO вклада в массы легких

кварков, который здесь колеблется от 11 до 6%.

Подводя итог, можно сделать вывод, что кубика

является еще одним полезным источником для из-

влечения теоретической информации о массах лег-

ких кварков. С одной стороны, данная кривая в

области физических масс кварков прекрасно со-

гласуется с требованием низкоэнергетической тео-

ремы Гассера–Лойтвилера, с другой стороны, она

позволяет оценить не только отношения масс квар-

ков, но и их абсолютные значения. Полученные на-

ми оценки представляются разумными и в принци-

пе их точность будет расти вместе с уменьшени-

ем погрешности в определении низкоэнергетической

константы B0.
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