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Квантовый вес – это новая концепция для описания щелевых электронных состояний материи. Эта
величина получается при интегрировании квантовой метрики (вещественной части квантового метри-
ческого тензора ) по аналогии с тем, как фаза Берри получается при интегрировании кривизны Берри
(мнимой части квантового метрического тензора). Квантовый вес определяет ряд кинетических вели-
чин таких, как нелинейный аномальный эффект Холла, оптическая проводимость, фотовольтаический
эффект и т.д. В этой работе мы показали, что немагнитный беспорядок в топологических изоляторах
может индуцировать сингулярность квантовой метрики и квантового веса.
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Исследование топологических особенностей мате-

рии остается актуальным направлением физики кон-

денсированного состояния [1–10]. В последнее время

помимо топологических свойств активно изучаются

геометрические свойства, гильбертова пространства

зонных электронов и их связь с топологией [11]. Хо-

тя основные квантово-метрические особенности кон-

денсированных сред были изучены еще достаточно

давно (см., например, [12, 13]), активные исследова-

ния начались только сейчас, когда появились пря-

мые экспериментальные наблюдения. Одной из но-

вых концепций, предложенных для описания щеле-

вых состояний, является квантовый вес [14, 15]. Эта

величина является фундаментальным свойством ще-

левых фаз и определяется квантовыми флуктуаци-

ями центра масс электрона. Квантовый вес связан

с так называемой квантовой метрикой и позволя-

ет интерпретировать нелинейный аномальный эф-

фект Холла [16], наблюдавшийся недавно в систе-

мах, в которых кривизна Берри тождественно равна

нулю. В настоящей работе мы показали, что немаг-

нитный беспорядок может индуцировать сингуляр-

ность квантовой метрики, а следовательно, и вели-

чины квантового веса.

Геометрические и топологические свойства зоны

Бриллюэна в общем случае могут быть получены

рассматривая отображение вариации параметров га-

мильтониана внутри многообразия данного кванто-

вого состояния (зоны) на гильбертово пространство
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системы. Пусть |un,p〉 соответствует n-й зоне в зоне

Бриллюэна в точке p. Введем метрику стандарт-

ным образом, рассматривая квадрат расстояния в

гильбертовом пространстве между точками |un,p〉 и

|un,p+dp〉:

‖|un,p+dp〉 − |un,p〉‖
2 = Tijdpidpj , (1)

где

Tij =
〈

∂pi
un,p|∂pj

un,p
〉

−

−〈∂pi
un,p|un,p〉

〈

un,p|∂pj
un,p

〉

= gij −
i

2
Ωij , (2)

где Tij – это калибровочно инвариантный кванто-

вый метрический тензор, Ωij = −2ImTij есть кри-

визна Берри, а gij = ReTij есть квантовая метрика.

Эта величина может оставаться нетривиальной даже

при нулевой кривизне Берри. Например, в работе [16]

был исследован эффект Холла в PT -симметричной

многослойной системе. PT -симметричность приво-

дит к тому, что кривизна Берри такой системы тож-

дественно равна нулю. Тем не менее в такой системе

наблюдался нелинейный аномальный квантовый эф-

фект Холла, происхождение которого связано с на-

личием нетривиальной квантовой метрики. Этот эф-

фект наблюдался также в работах [17, 18] в симмет-

ричных относительно обращения времени системах.

Квантовым весом D-мерной системы называется

следующая величина

Kij = 2π

∫

dDk

(2π)D
gij , (3)
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наподобие тому, как фаза Берри и число Черна опре-

деляются интегрированием кривизны Берри. Эта ве-

личина введена в недавней работе [14]. Она связа-

на с моментом минус первого порядка оптической

проводимости. На микроскопическом уровне кван-

товый вес определяется квантовыми флуктуациями

центра масс электрона [15]. Действительно, напри-

мер, в одномерном случае имеем gxx = 〈∂px
u|∂px

u〉−

〈∂px
u|u〉 〈u|∂px

u〉. Тогда Kxx =
∫

dkgxx ∼
〈

x2
〉

−

〈x〉2 =
〈

∆x2
〉

. Необходимо отметить, что число Чер-

на может обращаться в нуль, а также быть поло-

жительным и отрицательным. Кривизна Берри, как

уже отмечалось выше, обращается в нуль, если си-

стема обладает симметрией относительно обращения

времени и инверсии. В отличие от этого, кванто-

вая метрика и квантовый вес всегда неотрицательны.

Предельный случай, когда квантовый вес равен ну-

лю, соответствует абсолютно тривиальной системе –

топологические числа в таком случае в принципе не

могут быть отличны от нуля. Зонные диэлектрики

характеризуются малыми значениями квантового ве-

са, в то время как для топологических изоляторов

эта величина большая [14]. Наконец, квантовый вес

определяет фундаментальное ограничение величины

топологической щели (массы) [14].

Вычислим квантовую метрику и квантовый вес

для полупроводниковой системы при наличии немаг-

нитного беспорядка. Следуя работам [2, 19, 20], мы

используем для топологического изолятора с беспо-

рядком следующий 4- зонный гамильтониан для ку-

бической решетки (для простоты постоянная решет-

ки положена равной единице)

HTI=
∑

k

Ψ†
k

[

D
∑

µ=0

dµ(k)Γµ+d4(k)I

]

Ψk+
∑

j

UjΨ
†
jΨj,

(4)

где Ψj – 4-компонентный вектор состояния в j-м узле

кристаллической решетки, d0 (k) = χ − 2t
∑

i cos ki,

di (k) = −2λ sinki, d4 (k) = 2γ
∑

i (1− cos ki), Γµ –

матрицы Дирака, Uj – случайный потенциал в j-м

узле решетки, вызванный беспорядком. Мы исполь-

зуем простейшую модель Андерсона, в рамках кото-

рой значения энергии в узлах распределены равно-

мерно с плотностью 1/U0 в интервале [−U0/2, U0/2].

При U0 = 0 получаем гамильтониан чистой си-

стемы H0
TI =

∑

k Ψ
†
kH

0
kΨk. Этот гамильтониан со-

держит член m = χ − 6t, называемый топологиче-

ской массой. Можно показать, что при m > 0 си-

стема представляет собой обычный зонный изоля-

тор с величиной щели, равной m. Если m < 0, то

спектр становится инвертированным и система, по-

мимо объемных состояний с щелями, содержит еще и

бесщелевые краевые состояния, обладающие тополо-

гической защитой. Эта фаза называется топологиче-

ским изолятором. Обратим внимание, что при U0 = 0

гамильтониан инвариантен относительно обращения

времени, поскольку T Γ0T
−1 = Γ0, T ΓiT

−1 = −Γi,

di (−k) = −di (k), где T – оператор обращения вре-

мени. Эта инвариантность является основой тополо-

гической защиты киральных краевых состояний.

Рис. 1. Диаграммный ряд для собственно-
энергетической части (5) в однопримесной крестовой
технике в приближении Т-матрицы рассеяния

Топологическая масса m = χ − 6t получилась в

нулевом порядке разложения функции d0 (k) в ряд

Тейлора вблизи k = 0. Во втором порядке возни-

кает квадратичная добавка tk2, играющая важную

роль для топологической классификации. При нали-

чии беспорядка (в нашей модели это означает, что

U0 6= 0) этот член оказывается еще более существен-

ным. Действительно, беспорядок приводит к про-

странственной локализации состояний, когда волно-

вые функции с данным испульсом “живут” в ко-

нечной области размером порядка длины свободно-

го пробега и экспоненциально спадают вне ее: ψ ∼

exp−r/r0. Наличие квадратичного члена приводит

к поправке −t∇2ψ = −tr−2
0 ψ к топологической мас-

се. Эта отрицательная поправка может превзойти

величину m > 0, что приведет к смене знака, т.е.

инверсии спектра. Этот эффект играет ключевую

роль в установлении так называемой фазы андерсо-

новского топологического изолятора [20–22]. Связан-

ная с беспорядком сингулярность квантовой метри-

ки, изучаемая в нашей работе, также основана на

этом эффекте.

При U0 6= 0 спектр системы перенормируется. В

рамках метода одноузельных диаграмм [23–25] (од-

нокрестовая техника) собственную энергетическую

часть можно изобразить, как показано на рис. 1. Ис-

пользование такого диаграммного ряда означает вы-

ход за рамки борновского приближения. Это устра-

няет некоторые полюса в выражениях и дает более

точные результаты. Приближение Борна можно при-

менить, если выполняется условие k3F
∫

u (r) d3r ≪

ǫF (см., например, [26]). Если предположить, что

примесный потенциал равен u0 в области ∆3r и бли-

зок к нулю в остальном пространстве, то этот кри-

терий можно переписать как ∆3r ≪ ǫF /u0k
3
F ≃
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1/
(

u0 (2m)3/2 ǫ
1/2
F

)

. Таким образом, критерий вы-

полняется при короткодействующем потенциале и

малых значениях энергии Ферми и топологической

массы. Это важно, поскольку переход от топологи-

чески тривиальной фазы с m > 0 к топологически

нетривиальной фазе с m < 0 осуществляется через

значение m = 0. Также следует отметить, что мы не

учитываем диаграммы с пересечениями от несколь-

ких примесей. Малость таких диаграмм оценивается

как ~/ǫF τ ≫ 1 [26]. Это условие можно интерпрети-

ровать следующим образом: чем меньше время ре-

лаксации τ , тем больший диффузионный объем охва-

тывает частица и тем меньше вероятность возвраще-

ния частицы в исходную точку. Будем считать, что

оба упомянутых критерия (применимость борновско-

го приближения и пренебрежение пересекающимися

диаграммами) в нашей системе выполняются. Таким

образом, диаграммный ряд на рис. 1 можно суммиро-

вать в приближении короткодействующего примес-

ного центра, когда преобразование Фурье потенциа-

ла примеси можно рассматривать как константу. В

этом случае

Σ̂ (ǫF ) = U

(

1− U
∑

BZ

Ĝ (ǫF ,k)

)−1

, (5)

где Ĝk (ǫF ) =
(

ǫF + iδ −H0
k − Σ

)−1
. Усреднение по

беспорядку дает

Σ̂ = −

(

F̂−1
)2

U0
ln

1− U0

2 F̂

1 + U0

2 F̂
− F̂−1, (6)

где введены следующие обозначения: F̂ =
∑

BZ Ĝk

и F̂−1F̂ = I. Матричная структура гамильтони-

ана приводит к аналогичной структуре собствен-

ной энергетической части. Следовательно, послед-

ние можно разложить на основе матриц Дирака

Σ =
∑

µ ΓµΣµ + IΣ4, где Σµ = 1/4tr (ΓµΣ), Σ4 =

1/4trΣ. Рассмотрим случай немагнитных примесей.

Это означает, что полный гамильтониан (4) так-

же должен быть T -инвариантным. Таким образом,

T ΣT −1 = Σ или T ΣiT
−1 = −Σ. Однако величи-

ны Σµ являются функциями только энергии и не

зависят от импульса. Поэтому T (di (k) + Σi) T
−1 =

−di (k) + Σi должно быть правдой. Если учесть, что

T ΓiT
−1 = −Γi, то в итоге получим Σi ≡ 0. Таким

образом, немагнитные примеси приводят к перенор-

мировке топологической массы и энергии Ферми за

счет величин Σ0 и Σ4 соответственно. Нас интересу-

ет перенормировка массы: m → m = m + Re [Σ0].

Разложение функции (6) по U0F до второго по-

рядка дает самосогласованное борновское прибли-

жение Σ =
(

U2
0 /12

)

F , использованное в работах

[20–22]. Далее, для получения аналитических выра-

жений упростим задачу и положим Ĝk → Ĝ0
k, где

Ĝ0
k =

(

ǫF + iδ −H0
k

)−1
. Тогда, используя те же со-

ображения, что и в работах [20–22] для вычисле-

ния
∑

BZ Ĝ
0
k, получаем (энергия Ферми локализова-

на внутри щели, поэтому мнимая часть F , представ-

ляющая собой плотность объемных состояний чи-

стой системы, равна нулю при нулевой температуре):

Re [F ] = F0Γ0 + F1, (7)

F 3D
0 ≃ −

1

2π

t

t2 − γ2
, F 3D

1 = −F 3D
0 (t⇋ γ) , (8)

F 2D
0 ≃ −

1

4π

t

t2 − γ2
ln

∣

∣

∣

∣

t2 − γ2

ǫ2F −m2

∣

∣

∣

∣

, (9)

F 2D
1 = F 2D

0 (t⇋ γ) . (10)

Задачу нахождения величин Σµ можно упро-

стить, если сначала установить их вид в выраже-

нии (5), а затем провести усреднение по примесям.

В результате мы получаем

Σ0 = −
F0

F 2
0 − F 2

1

+ (11)

+
1

U0

F0F1

(F 2
0 − F 2

1 )
2 ln

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

(

U0(F 2

0
−F 2

1 )
2 + F1

)2

− F 2
0

(

U0(F 2

0
−F 2

1 )
2 − F1

)2

− F 2
0

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

+

+
1

2U0

F 2
0 + F 2

1

(F 2
0 − F 2

1 )
2 ln

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

(

U0(F 2

0
−F 2

1 )
2 + F0

)2

− F 2
1

(

U0(F 2

0
−F 2

1 )
2 − F0

)2

− F 2
1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

Чтобы получить формулу (11), мы положили Ĝk →

Ĝ0
k в (5) и использовали выражение (7). После это-

го мы умножили матрицу (5) на Γ0 и вычисли-

ли след. Полученное выражение проинтегрировано в

интервале [−U0/2, U0/2] с весом 1/U0. Те же выраже-

ния можно получить, если найти tr (ΓµΣ) из форму-

лы (6). Обратите внимание, что в отличие от борнов-

ского приближения, используемого в работах [20–22],

выражение (11) для собственной энергетической ча-

сти не содержит особенности в точке t = γ. Это свя-

зано с тем, что мы суммировали всю серию диаграмм

(см. рис. 1).

Основной результат данной работы основан на за-

висимости m (U0). В трехмерном зонном изоляторе

(m > 0) переход в топологическую фазу происходит

через закрытие щели (U2
0 > 24πm

(

t2 − γ2
)

/t). Обо-

значим в общем случае через Uc значение U0, при ко-

Письма в ЖЭТФ том 119 вып. 11 – 12 2024



Индуцированная беспорядком сингулярность квантовой метрики 907

тором топологическая масса обращается в нуль, т.е.

m (Uc) = 0.

Итак, для перенормированной энергии вблизи

k = 0 мы имеем (мы опускаем для простоты квад-

ратичный член в m, так как он уже учтен при пере-

нормировке)

Ek± ≈ ±
√

m2 (U0) + v2k2, (12)

и, соответственно, гамильтониан можно записать как

H(k) = Ek+

D
∑

µ=0

nµ
k
Γµ (13)

где nµ
k есть единичный вектор вдоль оси µ.

Рис. 2. (Цветной онлайн) Асимптотическая зависи-
мость квантового веса от величины U0 вблизи крити-
ческого значения. Параметры гамильтонианов для 2D
и 3D случаев взяты из [20–22]

Далее, будем следовать логике работы [14] (см.

формулы (29), (30) этой работы). Ясно, что при

U0 → Uc квантовая метрика расходится как 1/k2

вблизи k = 0. На рисунке 2 показана асимпто-

тическая зависимость квантового веса от величи-

ны U0 вблизи критического значения. Видно, что

в двумерном случае квантовый вес расходится при

U0 → Uc. Зависимость квантового веса от U0 вбли-

зи критического значения можно оценить как: K ∼

ln |∂m/∂U0|+ ln |U0 − Uc|.

Очевидно, что эти выводы могут быть обобще-

ны на все величины, которые определяются кван-

товым весом. Одной из таких величин является

обобщенный оптический вес [14]. Таким образом,

немагнитный беспорядок в двумерной системе вбли-

зи критического значения индуцирует сильное оп-

тическое поглощение низкоэнергетических фотонов.

Этот эффект можно использовать для эксперимен-

тальной идентификации перехода в фазу андерсо-

новского топологического излятора.

Наконец отметим, что интересно рассмотреть

квантовую метрику для неэрмитовых систем (см.,

например, [27, 28]), в том числе слоистых (см. [29,

30]). Для слоистых систем в связи с квантово-

метрическими эффектами особенно следует отме-

тить работу [31], в которой рассмотрен размерный

кроссовер в слоистой топологической системе. Свя-

занные с перекрытием блоховских зон неэрмито-

вы эффекты могут привести к усилению эффектов

квантовой метрики. Эти эффекты проявляются в ки-

нетической теории в виде нелинейного холловского

отклика.

Финансирование работы. Часть работы, свя-

занная с расчетом квантового веса и приложени-

ем к неэрмитовым системам финансировалась за

счет средств Российского научного фонда (проект

22-72-00110), а часть, связанная с расчетом гамиль-

тониана с беспорядком финансировалась за счет

бюджета института (Госзадание ФСМГ-2023-0011).
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