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Проведено экспериментальное и теоретическое исследование микроволновой фотопроводимости си-
стемы бесщелевых дираковских фермионов в HgTe квантовых ямах критической толщины. Обнаружено,
что фотопроводимость флуктуирует в зависимости от затворного напряжения в окрестности дираков-
ской точки, а амплитуда флуктуаций растет с увеличением размера проводника и при уменьшении
температуры. Предложено теоретическое объяснение микроволнового отклика. Оно базируется на пред-
положении о существовании перколяционной двумерной фрактальной сетки геликоидальных краевых
токовых состояний, возникающей в результате флуктуаций толщины ямы вблизи критического значе-
ния. Показано, что микрововолновая фотопроводимость такой сетки флуктуирует при изменении энер-
гии Ферми, причем поведение амплитуды флуктуаций качественно согласуется с наблюдаемым в экспе-
рименте.
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В HgTe квантовых ямах критической толщины

(dc = 6.3−6.6 нм), соответствующей переходу от пря-

мого к инвертированному спектру, реализуется си-

стема бесщелевых однодолинных двумерных дира-

ковских фермионов (ДФ), имеющих линейный энер-

гетический спектр, что приводит к целому ряду осо-

бенностей в транспортном и оптическом отклике ука-

занной системы [1–8]. Более того, как было недавно

показано в работах [9–11], в окрестности дираковской

точки она трансформируется в возникающую из-за

флуктуаций толщины HgTe квантовой ямы вблизи dc
двумерную (2D) сетку одномерных геликоидальных

токовых состояний, разделяющих фазы двумерного

ординарного и топологического изоляторов. Перко-

ляционное описание транспорта в этой системе че-

рез сеть одномерных проводящих каналов позволяет

изучить эффекты, вызванные взаимодействием то-

пологии и локализации. Обобщая сказанное, можно

сказать, что всестороннее исследование бесщелевых

ДФ позволит улучшить наше понимание индуциро-

ванного беспорядком перехода топологический изо-

лятор – металл, а также будет важным для более

широкого класса неупорядоченных 2D электронных

систем.

В данной работе представлены результаты экспе-

риментального и теоретического исследования мик-

1)e-mail: jarosh@isp.nsc.ru

роволновой фотопроводимости (ФП) этой системы.

Они показывают, что ее поведение в окрестности ди-

раковской точки носит флуктуирующий при измене-

нии затворного напряжения (Vg) характер. Причем

установлено, что амплитуда флуктуаций ФП ведет

себя парадоксальным образом: при переходе от ме-

зоскопических (субмикронных) к макроскопическим

(сотни микрон) масштабам наблюдается небольшой

рост ФП, а не значительное (почти на два поряд-

ка) уменьшение ее в соответствии с предсказания-

ми теории мезоскопических систем [12]. Предложена

модель, объясняющая поведение обнаруженной ФП

особенностями взаимодействия микроволнового из-

лучения с этой системой.

Образцы представляли собой полевые струк-

туры специальной геометрии, состоящие из трех

холловских мостиков различного размера (мак-

роскопический – L= 100 мкм, W = 50 мкм, проме-

жуточный – L= 30 мкм, W = 10 мкм и мезоскопи-

ческий – L= 12 мкм, W = 3.5 мкм; L – расстояние

между потенциометрическими контактами, W –

ширина мостиков), позволяющие получать ин-

формацию о поведении исследуемой системы при

переходе от мезоскопических (несколько микрон) к

макроскопическим (100 мкм) масштабам (рис. 1а).

Описанные образцы были изготовлены на основе

HgTe квантовых ям c заданной толщиной 6.4 и

6.6 нм и ориентацией (013). Измерения проводились
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Рис. 1. (Цветной онлайн) Топология исследуемой
структуры. Зависимость удельного сопротивления ρxx
от затворного напряжения V eff

g для макроскопической
и мезоскопической частей образца

в диапазоне температур 3 К–20 К. СВЧ-излучение

с частотой 2–3 ГГц подводилось к образцу по коак-

сиальному кабелю, расположенному в нескольких

миллиметрах от него, а экран кабеля заземлялся

вместе с одним из токовых контактов. Излучение

попадало на образец благодаря емкостной связи

между центральной жилой подводящего кабеля

и металлическими контактами к образцу. Макси-

мальная величина, подводимой к образцу СВЧ

мощности, составляет порядка 0.1 мВт. Сопротив-

ление измерялось с использованием стандартной

схемы фазочувствительного детектирования на

частотах 6–12 Гц и при величинах измерительно-

го тока через образец (1–100) нА, исключающих

эффекты разогрева. Ток протекал между кон-

тактами (1, 6), напряжение измерялось между

потенциометрическими контактами (7, 8) и (10, 11)

на макроскопической и мезоскопической частях

образца, соответственно (рис. 1а). Для измерения

ФП использовались как стандартная модуляционная

методика, так и техника двойной модуляции.

На рисунке 1b показаны зависимости удельного

сопротивления от эффективного затворного напря-

жения V eff
g (V eff

g = Vg − V max
g , Vg – затворное напря-

жение, V max
g – напряжение, соответствующее мак-

симуму сопротивления), измеренные для макроско-

пической ρmac(V
eff
g ) и мезоскопической ρmes(V

eff
g ) ча-

стей образца. Как и следовало ожидать, они демон-

стрируют качественно одинаковую зависимость, то
есть имеют вид кривых с одним максимумом, при-

чем разница между значениями V max
g была неболь-

шой и не превышала 0.1 В. Величина сопротивле-

ния в максимуме заметно (в 2 раза) меньше для ме-

зоскопической части. Также, в отличие от зависи-

мости ρmac(V
eff
g ), зависимость ρmes(V

eff
g ) характери-

зуется наличием небольших флуктуаций сопротив-

ления в окрестности максимума. Подобное поведе-

ние ρmac(V
eff
g ) и ρmes(V

eff
g ) можно связать с суще-

ствованием двумерной сетки сопротивлений, кото-
рая должна приводить и к падению сопротивления

проводника с уменьшением размера вследствие со-

кращения числа замкнутых траекторий и к появ-

лению мезоскопических флуктуаций сопротивления

[9, 10]. Рисунок 2 представляет основной результат

работы. Зависимости микроволновой ФП от затвор-

ного напряжения для макроскопической ∆Gmac(V
eff
g )

и мезоскопической ∆Gmes(V
eff
g ) частей образца при

T = 4.2К показаны на рис. 2а. Рисунок 2b пока-

зывает зависимости ∆Gmes(Vg) для мезоскопической
части при разных значениях СВЧ-мощности. Хоро-

шо видно, что флуктуационная часть ФП являет-

ся доминирующей, а средняя величина ФП близка

к нулю. Также обратим внимание, что зависимости

на рис. 2b, в основном, подобны. На рисунке 2с по-

казаны зависимости средней амплитуды флуктуа-

ций ФП макроскопической 〈∆G2
mac〉1/2 и мезоскопи-

ческой 〈∆G2
mes〉1/2 частей образца от СВЧ-мощности

(〈∆G2〉 =
∑N

i=1
∆G2(V i

g )

N ). Зависимости являются суб-

линейными с показателями 0.6 и 0.7 для макроско-
пической и мезоскопической частей образца, соответ-

ственно. Отметим, что амплитуда флуктуаций ФП

макроскопической части даже в два раза выше, чем

у мезоскопической. Описанные результаты ясно по-

казывают, что обнаруженная микроволновая ФП не

связана с универсальными флуктуациями кондак-

танса, поскольку в отличие от флуктуаций кондак-

танса она, как было отмечено выше, с увеличением

размера проводника не уменьшается, а даже растет.

Это особенно хорошо заметно при сравнении кривых
на рис. 1b и 2. Зависимость 〈∆G2

mes
〉1/2 от темпера-

туры в диапазоне 3.6–12 К показана на рис. 3. Видно,

что повышение температуры приводит к степенному

уменьшению 〈∆G2
mes

〉1/2.
Обсудим описанные выше результаты на основе

модели двумерной сетки проводников, существова-

ние которой в изучаемой системе было предполо-
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Рис. 2. (Цветной онлайн) (a) – Зависимость СВЧ-ФП
∆G(V eff

g ) для макроскопической (пунктирная линия)
и мезоскопической (сплошная линия) частей образца;
(b) – зависимость СВЧ-ФП ∆Gmes(Vg) при разных зна-
чениях СВЧ-мощности P/P0 (максимальная выходная
мощность генератора P0 =0.1 Вт) для мезоскопической
части образца; (с) – зависимости средней амплиту-
ды флуктуаций фотопроводимости от СВЧ-мощности
P/P0 для макроскопической (квадратики) и мезоско-
пической (кружочки) частей образца. Сплошные ли-
нии – аппроксимирующие степенные зависимости

Рис. 3. Зависимость средней амплитуды флуктуаций
СВЧ-фотопроводимости мезоскопической части образ-
ца от температуры T . Черные кружочки – измеренные
значения, сплошная линия – аппроксимирующая зави-
симость a · T b, a ≈ 0.008, b ≈ −1.39

жено в работах [9, 10] и подтверждено эксперимен-

тально в [11]. Эта модель представляет собой перко-

ляционную сетку геликоидальных краевых токовых

состояний, в которых благодаря топологической за-

щите запрещено обратное рассеяние, движение элек-

трона является баллистическим. Тогда полная про-

водимость сетки и, соответственно, бесщелевой си-

стемы ДФ будет порядка σ ≈ e2/h, что и наблюдает-

ся в эксперименте [11]. Природа обнаруженной флук-

туирующей микроволновой ФП также связана с об-

суждаемой перколяционной сеткой, которая состоит

из замкнутых кольцевых (не достигающих контак-

тов) одномерных траекторий и открытых (достигаю-

щих контактов) таких же траекторий, число которых

и определяет σ (рис. 4). Однако, в отличие от ста-

тической проводимости микроволновый отклик мо-

жет быть вызван не только воздействием на откры-

тые, но и на закрытые траектории, так как поглоще-

ние микроволнового излучения возможно электро-

нами, двигающимися по обеим разновидностям тра-

екторий. Следовательно, ФП может формироваться

и электронами, двигающимся по замкнутым траек-

ториям. Тогда ее флуктуации могут быть вызваны

сильной неоднородностью вблизи порога протекания

и связаны как с поглощением микроволнового излу-

чения, так и с изменением локальных кондактансов.

Перейдем теперь к теоретическому описанию

описанной выше картины поведения микроволновой

ФП. Исходный гамильтониан системы имеет следу-

ющий вид:
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Рис. 4. Фрактальная структура краевых состояний
вблизи порога перколяции. Краевые состояния обра-
зуются в окрестности линий уровня ∆(r) = 0, покры-
вающих весь образец. Панели (a), (b) и (c) соответ-
ствуют последовательному двукратному уменьшению
параметра a

H =

(

∆(r)/2 v(px − ipy)

v(px + ipy) −∆(r)/2

)

.

Здесь ∆(r) – пространственно-зависящая щель, име-

ющая переменный знак, p – оператор импульса, v —

скорость.

Рассмотрим сначала прямолинейный край x = 0,

∆(r) = ∆0 tanh(x/ζ). Здесь ζ – ширина перехода.

В таком случае энергии краевых состояний равны

εn(p) = ±
√

ǫ2n + v2p2, где ǫ2n = 2nζ − n2ζ2, n < ζ/2,

p – импульс вдоль края [9, 10]. Состояния с n = 0

являются топологически защищенными, остальные

нет. После проектирования на краевые состояния, га-

мильтониан приобретает диагональный вид с элемен-

тами εn(p) = ±
√

ǫ2n + v2p2.

В системе со случайным ∆(r) краевые состояния

образуются вдоль линий с нулевой щелью ∆(r) = 0.

Бесщелевые линии могут быть открытыми и замкну-

тыми. На замкнутой бесщелевой линии длины l им-

пульс квантуется, pj = j/l, где j – целое. Если ζ вели-

ко, то заселены только состояния, удовлетворяющие

неравенству |µ| < ǫn. При n = 0 они образуют одно-

зонную квантовую, а при большом n – почти класси-

ческую проволоку. Мы будем полагать, что реализу-

ется первый случай.

Рассмотрим слой HgTe вблизи критической тол-

щины w ≈ wc = 6.3 нм, когда средняя щель обраща-

ется в ноль в рамках теории перколяции. Разлагая ∆

по w − wc, имеем ∆ = C(w − wc) . Параметр w − wc

играет роль параметра близости перколяции к по-

рогу. Среднеквадратичная флуктуация ∆(r) харак-

теризуется планарным масштабом a, заменяющим ζ,

и размахом ∆0. Известно, что в двумерном случае

все линии уровня случайной функции замкнуты, за

исключением единственной. Таким образом, задача

сводится к описанию свойств линий уровня ∆(r) = µ.

Такая линия уровня окружает кластеры (см. рис. 4),

где ∆(r) < 0 или ∆(r) > 0. Кластеры можно охарак-

теризовать числом узлов в них s, которое совпадает

с площадью кластера, деленной на элемент площади

a2. Средняя доля кластеров ns с s узлами при s ≫ 1

ведет себя как ns ∝ s−τ , где τ ≈ 181/91 при s < sc,

и экспоненциально убывает при s > sc, где sc – кри-

тическое число узлов, определяемое расстоянием до

порога sc ∼
(

wc

w − wc

)σ̃

, σ̃ = 36/91 [13]. Средний

планарный радиус кластера связан с числом узлов

соотношением Ls ∼ asdf , где df = 91/48 [13]. Пе-

риметр кластера, определяющий спектр замкнутых

краевых состояний, определяется фрактальной раз-

мерностью периметра dh = 1.78. В конечном образце

размера L × L размер нужно сравнивать с корреля-

ционной длиной Lc ∼ a

(

w − wc

wc

)−ν

, ν = 4/3. При

L ≫ Lc система ведет себя как макроскопическая,

при L ≪ Lc – отклики испытывают флуктуации по-

рядка среднего значения. Структура краевых состо-

яний при L ≪ Lc самоподобна, фрактальна.
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Поглощение микроволнового излучения на кра-

евом состоянии отсутствует для прямолинейного

края. Напротив, искривленные краевые состояния с

линейным спектром способны поглощать свет. Ес-

ли частота света меньше расстояний до следующих

подзон или они отсутствуют, поглощение однород-

ного электромагнитного поля описывается гамиль-

тонианом взаимодействия Hint = (ev/c)At(η), где

A = E/iω – вектор-потенциал внешнего электромаг-

нитного поля, E и ω – величина и частота электри-

ческого поля, t(η) – орт вдоль края в точке η.

Продольная часть волновой функции в точке с

криволинейной координатой η вдоль края с длиной

(периметром) P есть |p >= 1√
P
eipη. Для замкнутых

краевых состояний число переходов между ними под

действием поля за единицу времени равно:

W = 4π

(

S

a2

)

∑

p,p′,σ=±1,s

|Z|2nsf(σvp
′)(1− f(σvp))

δ(vσ(p− p′)− w),

где S площадь системы, f(ε) – функция Ферми,

σ = ±1 нумерует ветви спектра,

Z =
ve

iwPs

∮

dηEt(η)ei(p−p′)η, (1)

интеграл берется по периметру кластера Ps. Мы пре-

небрегли переходами между ветвями из-за их топо-

логической защищенности.

Интеграл в (1) определяется фрактальной раз-

мерностью периметра. Его можно оценить с по-

мощью периметра, измеряемого элементом длины

π/|p−p′|. Считая такие элементы, числом Ps|p−p′|/π,

независимо скоррелированными величинами ∼ ±1,

получим

Z ∼ eEv

ωc

(

v

iωPs

)1/2

∼ eEv

ω

( v

iωa

)1/2

s−dh/2df .

При температуре T = 0 в результате получаем

ФП

G(ω) =
W

E2ωS
=

8πe2v

ω2a3

smax
∑

smin

nss
−dh/df

=
8πe2v

ω2a3

smax
∑

smin

s−dh/df−τ .

Минимальное и максимальное значения s опреде-

ляются частотой. Величина smin диктуется услови-

ем, что частота больше расстояния между уровня-

ми, откуда следует smin =
( aω

2πv

)df/dh

. Величина

smax определяется ограничениями на размер клас-

тера, связанными с размерами системы и величиной

sc, определяемой близостью к порогу перколяции

smax = min

{

(

L

a

)df

,

(

wc

w − wc

)σ̃
}

.

Поскольку τ + dh/df > 1, сумма определяется ниж-

ним пределом,

smax
∑

smin

s−dh/df−τ ≈ sqmin

q
=

1

q

( aω

2πv

)(τ−1)df/dh+1

, (2)

q = τ + dh/df − 1 ≈ 1.93, (τ − 1)df/dh + 1 ≈ 2.05.

Вблизи порога перколяции w → wc, высокочастот-

ный кондактанс и его флуктуации перестают зави-

сеть от размера образца

δG(ω) ∼ G(ω) ≈ e2

~

2εF
π~ω

(

2πaω

v

)dh 1

qdf

(

wc

w − wc

)σ̃

.

(3)

Так как размер типичных кластеров соизмерим с

размером системы, флуктуации фотокондактанса

становятся порядка среднего фотокондактанса. Вда-

ли от порога формула (3) дает относительно слабый

рост флуктуаций кондактанса с увеличением разме-

ра системы (L/a)q, наблюдающийся в эксперименте.

Это можно связать с переходом между двумя режи-

мами в формуле (2).

Некоторые выводы можно также сделать, исходя

из зависимости сопротивления системы ρ от разме-

ров образца и наличия флуктуаций ρ в мезоскопи-

ческих образцах. Величина ρ как в мезоскопической,

так и в макроскопической части в максимуме соиз-

мерима с квантом сопротивления, что согласуется с

моделью проводимости по краевым состояниям. Из-

менение кондактанса под действием микроволнового

излучения выявляет флуктуации и делает их замет-

ными и в макроскопическом образце. Формально, это

соответствует нелинейной связи тока с напряжени-

ем J ∼ G0U + G3U
3 + ... Рассматривая потенциал в

виде U = U0 + U1 cosωt и проводя усреднение вто-

рого слагаемого по времени, получим микроволно-

вые поправки 3G3U
2
1 /2 к статическому кондактансу

G0, пропорциональные микроволновой интенсивно-

сти. Поскольку знак нелинейной поправки G3 произ-

волен, она может давать произвольный знак флук-

туаций полного кондактанса.

Вообще говоря, флуктуационный характер фо-

токондактанса свидетельствует о влиянии на него

некоторых микроскопических вкладов. В рамках на-

шей модели предполагается, что роль таких вкла-

дов играют узкие места для переходов между крае-
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выми состояниями. Этому соответствует эквивалент-

ная электрическая схема рис. 5. Эффективную нели-

нейную поправку можно получить в модели Дыхне

[14, 15] системы из случайной двумерной смеси про-

водимостей σ1 и σ2 с равными концентрациями, ве-

личина

〈E2〉 = 〈E〉2 σ1 + σ2√
σ1σ2

[14, 15] расходится при σ1 → 0, σ2 6= 0. Эта расхо-

димость демонстрирует большой вклад в ФП узких

мест для переходов между краевыми состояниями.

Рис. 5. (Цветной онлайн) Эквивалентная схема сет-
ки краевых состояний. Все краевые состояния имеют
кондактансы G0. Некоторые из них содержат слабые
нелинейные связи с другими Xn. Общий кондактанс
имеет порядок G0. Знак нелинейных поправок произ-
волен, что определяет знакопеременный характер фо-
токодактанса

В заключение обсудим поведение микроволновой

ФП при изменении температуры. Как видно из экс-

перимента (рис. 3), рост температуры приводит к

уменьшению ее флуктуаций, т.е. и отрицательная, и

положительная ФП подавляются. Это можно объяс-

нить с точки зрения влияния температуры на крае-

вой кондактанс через подавление когерентных про-

цессов. Гипотетическое объяснение состоит в рас-

смотрении флуктуаций мгновенной структуры кра-

евой сетки. Путешествие электрона по сетке проис-

ходит с перемыканием линий уровня. В результате

становится возможным переход с одной линии уров-

ня на другую с той же энергией. Этому способству-

ет извилистость линий уровня, благодаря которой

разные линии уровня близко подходят друг к дру-

гу. Перемыкание восстанавливает настоящую диф-

фузию по всему пространству, а не только по задан-

ной линии уровня. Эта картина может быть описана

при помощи зависящей не только от координаты, но

и от времени функции ∆(r, t) = ∆(r) +κ∇u(r, t), где

u(r, t) – акустическая деформация. Электрон быстро

движется по линии уровня, которая медленно дефор-

мируется, за счет чего линии уровня перемыкаются.

В области низких температур температурная за-

висимость флуктуаций кондактанса связана с нали-

чием сбоя фазы на краевом состоянии. Длина пе-

риметра краевых состояний в блоках, из которых

состоит проводящая цепочка, ограничивается дли-

ной фазовой когерентности lφ. Рассмотрим порог

перколяции. Каждый из блоков, размером поряд-

ка l2 = a(lφ/a)
1/df , в котором длина края дости-

гает lφ, превращается в отдельное сопротивление,

включенное последовательно-параллельно в общую

сеть. Величина такого сопротивления порядка h/e2.

Флуктуации величины каждого сопротивления име-

ют такой же порядок. При последовательном вклю-

чении сопротивления складываются, поэтому сопро-

тивление ∼ L/l2 h/e2, а флуктуация сопротивления

∼
√

L/l2 h/e2. При параллельном соединении скла-

дываются проводимости и флуктуации кондактан-

са равны
√

L/l2 e2/h. В обоих случаях δG/〈G〉 ∼
√

l2/L. Если lφ = l0(T0/T )
2, это дает степенную зави-

симость δG/〈G〉 ∝ l
1/2df

φ ∝ T−1/df . Полученная зави-

симость качественно согласуется с эксперименталь-

ной (см. рис. 3), т.е. амплитуда ФП падает с ростом

температуры по степенному закону, но с показателем

степени, отличным от найденного экспериментально.

Таким образом, в данной работе сообщается о

наблюдении микроволновой ФП системы бесщеле-

вых ДФ в HgTe квантовых ямах критической тол-

щины, флуктуирующей при изменении затворного

напряжения с амплитудой, растущей с увеличением

размеров проводника и при уменьшении температу-

ры. Предложена теоретическая модель обнаружен-

ной ФП, основанная на предположении о том, что

указанная система представляет собой перколяцион-

ную сетку геликоидальных токовых состояний, мик-

роволновая ФП которой слабо растет при увеличе-

нии размеров в силу фрактального характера ука-

занной сетки.
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