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Мы развиваем теорию композитных рамсеевских последовательностей радиочастотных импуль-
сов, взаимодействующих с зеемановской структурой на долгоживущем энергетическом уровне атома
(иона), вне рамок резонансного приближения. Такие последовательности предложено использовать
в экспериментах по обнаружению нарушения локальной Лоренц-инвариантности [R. Shaniv, R.Ozeri,
M. S. Safronova, S.G.Porsev, V.A.Dzuba, V.V.Flambaum, and H.Häffner, Phys. Rev. Lett. 120, 103202
(2018)]. Основываясь на Фурье-анализе, нами показано, что учет нерезонансных вкладов приводит к
радикальному изменению динамики квантовой системы (по отношению к резонансному приближению)
в случае, когда число рамсеевских импульсов превышает несколько десятков. В результате, эффектив-
ность использования таких последовательностей радиочастотных импульсов для тестирования локаль-
ной Лоренц-инвариантности до конца не определена и требует дополнительных исследований.
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Независимость результатов любого локального
эксперимента от скорости и пространственной ори-
ентации измерительных приборов теоретически фор-
мулируется как локальная Лоренц-инвариантность
(ЛЛИ), которая является одним из основных фун-
даментальных принципов симметрии в современной
физике. Однако в некоторых теориях, объединя-
ющих Стандартную Модель и гравитацию в еди-
ную квантово-согласованную теорию, предполага-
ется возможное нарушение симметрии Лоренца на
планковском масштабе [1–3].

С точки зрения обнаружения гипотетического на-
рушения ЛЛИ, прецизионные спектроскопические
эксперименты с захваченными атомами и ионами яв-
ляются в настоящее время одним из наиболее пер-
спективных направлений исследований [4–10]. На-
пример, в работе [9] рассматриваются атомы (ио-
ны), находящиеся на долгоживущем энергетическом
уровне с угловым моментом J > 1/2, в присутствии
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статического магнитного поля, снимающего вырож-
дение по магнитным подуровням с квантовым чис-
лом m (−J ≤ m ≤ J). В этом случае нарушение ЛЛИ
приводит к дополнительному энергетическому сдви-
гу зеемановских подуровней по закону κm2, кото-
рое можно детектировать при долговременном опро-
се квантовой системы с помощью рамсеевской после-
довательности радиочастотных импульсов. При этом
обнаружение суточной вариации измеряемого коэф-
фициента κ (из-за вращения Земли, при прочих неиз-
менных лабораторных условиях) и будет являться
критерием нарушения ЛЛИ.

Чтобы подавить влияние флуктуаций статиче-
ского и радиочастотного магнитных полей, сохра-
няя при этом высокую чувствительность к мало-
му тензорному сдвигу (∝ m2), в [9] предложено ис-
пользовать метод динамической развязки (dynamical

decoupling) [11–16], когда композитная рамсеевская
последовательность состоит из большого числа ин-
дивидуальных импульсов (в нашем случае сотни и
тысячи), фазы которых также индивидуальны и сле-
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дуют определенному закону. Применительно к тести-
рованию ЛЛИ подобная техника впервые была апро-
бирована в эксперименте [10], где рамсеевская по-
следовательность состояла из нескольких тысяч им-
пульсов. Следует отметить, что эффективность тех-
ники динамической развязки строго обоснована в
рамках модели двухуровневого атома и резонансно-
го приближения, которое является абсолютно адек-
ватным в случае оптических переходов с частотой
свыше 1013 Гц. Однако, поскольку частота зееманов-
ского расщепления в [9, 10] не превышает 10 МГц, то
в этом случае нельзя автоматически полагать сохра-
нение эффективности данной техники для композит-
ных рамсеевких последовательностей радиочастот-
ных импульсов. Поэтому для более детальной раз-
работки метода [9] теоретический анализ необходимо
вести без использования резонансного приближения.

В настоящей работе, на основе Фурье-анализа вне
рамок резонансного приближения, нами численно
исследована спектроскопическая схема, предложен-
ная в [9]. Показано, что учет нерезонансных вкла-
дов приводит к радикальному изменению динамики
квантовой системы (по отношению к резонансному
приближению, используемому в [9]) в случае, когда
число радиочастотных рамсеевских импульсов пре-
вышает несколько десятков.

Рассмотрим атом (ион), находящийся на долго-
живущем энергетическом уровне с угловым момен-
том J , волновую функцию которого мы будем опи-
сывать в базисе магнитных (зеемановских) подуров-
ней |J,m〉 (−J ≤m≤ J). Метод рамсеевских последо-
вательностей радиочастотных импульсов основан на
наличии статического магнитного поля Bst = Bstnst

и переменного поля Brf(t) = Brf(t)nrf , где единичные
векторы nst и nrf описывают ориентацию статическо-
го и переменного полей, соответственно. Для серии
импульсов магнитного поля с гармонической модуля-
цией на частоте ν скалярная амплитуда переменного
магнитного поля описывается следующим образом:

Brf(t) = η(t)B cos[νt+ φ(t)] , (1)

где η(t) = 1 во время действия рамсеевского импуль-
са и η(t) = 0 в промежутках между импульсами, B
есть амплитуда поля во время действия импульсов,
φ(t) есть фаза импульса, которая для различных им-
пульсов может быть различной. В этом случае га-
мильтониан атома имеет следующий вид:

Ĥ(t) = ΩL(Ĵ ·nst)+η(t)2Ωrf cos[νt+φ(t)](Ĵ ·nrf) , (2)

где Ĵ есть оператор углового момента, ΩL =

µBgJBst/~ есть частота ларморовской прецессии

в статическом магнитном поле (µB есть магнетон
Бора, gJ есть g-фактор рассматриваемого энер-
гетического уровня), а Ωrf = µBgJB/(2~) есть
эффективная частота Раби для радиочастотной
гармонической модуляции.

В случае взаимно ортогональной ориентации век-
торов (nst ⊥nrf) выберем ось Oz вдоль nst и ось Ox

вдоль nrf , что приводит к следующему выражению

Ĥ(t) = ΩLĴz + κĴ2
z + η(t)2Ωrf cos[νt+ φ(t)]Ĵx , (3)

где мы также ввели малый тензорный сдвиг κĴ2
z

(∝ m2), обусловленный предполагаемым нарушени-
ем ЛЛИ, а также квадратичным зеемановским сдви-
гом и квадрупольным сдвигом (возникающим в ион-
ных ловушках из-за их собственного градиента элек-
трического поля) (см. [9]). При этом волновая функ-
ция |Ψ(t)〉, удовлетворяющая уравнению Шрединге-
ра

i~∂t|Ψ(t)〉 = Ĥ(t)|Ψ(t)〉, |Ψ(t)〉 =
∑

m

am(t)|J,m〉,

(4)
определяется стандартным образом как суперпози-
ция по магнитным подуровням.

Используя в выражении (4) следующее преобра-
зование

am(t) = ãm(t) e−imνt, (5)

можно показать, что новая волновая функция |Ψ̃(t)〉

определяется из другого уравнения Шредингера

i~∂t|Ψ̃(t)〉 = Ĥ2(t)|Ψ̃(t)〉, |Ψ̃(t)〉 =
∑

m

ãm(t)|J,m〉,

(6)
с модифицированным гамильтонианом

Ĥ2(t) = −δĴz + κĴ2
z + η(t)

Ωrf

2

{
eiφ(t)Ĵ− + e−iφ(t)Ĵ+

}
+

η(t)
Ωrf

2

{
e−i2νt−iφ(t)Ĵ− + ei2νt+iφ(t)Ĵ+

}
, (7)

где δ= ν − ΩL есть отстройка от резонанса, а Ĵ± =

Ĵx ± iĴy есть стандартные повышающий (+) и пони-
жающий (−) операторы.

Далее, в случае выполнения условий

|δ|

ΩL
≪ 1,

Ωrf

ΩL
≪ 1, (8)

можно перейти к резонансному приближению, отбро-
сив в (7) осциллирующие вклады и используя только
эффективный (укороченный) резонансный гамиль-
тониан

Ĥres = −δĴz + κĴ2
z + η(t)

Ωrf

2

{
eiφ(t)Ĵ− + e−iφ(t)Ĵ+

}
=

−δĴz + κĴ2
z + η(t)Ωrf

{
cosφ(t)Ĵx + sinφ(t)Ĵy

}
. (9)
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Именно такой резонансный подход использовался в
[9, 17] для теоретического обоснования метода по об-
наружению нарушения ЛЛИ.

Нашей целью является анализ применимости
резонансного приближения в случае рамсеевских
последовательностей радиочастотных импульсов,
включающих сотни и тысячи индивидуальных
импульсов. Для этого мы проводим численные рас-
четы эволюции атома в рамках решения уравнения
Шредингера с полным гамильтонианом (3) [или (7)]
и сопоставляем их с расчетами для эффективного
гамильтониана (9).

В данной работе мы будем рассматривать
композитные рамсеевские последовательности ра-
диочастотных импульсов, использующие технику
динамической развязки. Общая схема таких по-
следовательностей представлена на рис. 1. Здесь
начальный π/2-импульс длительностью τ/2 (т.е.
Ωrfτ/2 = π/2) имеет фазу φin = 0, в то время
как завершающий π/2-импульс имеет фазу φfin.
Между этими двумя π/2-импульсами по шкале
времени расположены n число одинаковых N -
боксов, каждый из которых состоит из N числа
π-импульсов длительности τ (Ωrfτ = π) с соответ-
ствующими фазами (φ1, φ2, ..., φN ). Таким образом,
имеет место полное число (Nn+ 2) индивидуальных
рамсеевских импульсов (включая начальный и фи-
нальный π/2-импульсы). При этом время свободной
эволюции между соседними π-импульсами равно
τR, а время между начальным π/2-импульсом и
первым π-импульсом, а также время между по-
следним π-импульсом и финальным π/2-импульсом
составляет τR/2. Описанную выше композитную
рамсеевскую последовательность радиочастотных
импульсов (см. рис. 1) мы будем обозначать как
{(φ1, φ2, ..., φN )n,φfin}.

Для определенности рассмотрим энергетический
уровень с J = 7/2. Именно такой долгоживущий (ме-
тастабильный) уровень (2F 7/2) существует в энерге-

тической структуре иона 171Yb+, который рассмат-
ривается в [9, 10, 17] как один из наиболее пер-
спективных объектов для обнаружения нарушения
ЛЛИ. В расчетах будем полагать, что в началь-
ный момент времени атом (ион) находится на маг-
нитном подуровне с квантовым числом m′. При этом
после воздействия композитной рамсеевской после-
довательности радиочастотных импульсов мы будем
анализировать населенность на этом же подуровне,
Pm′ = |am′ |2 = |ãm′ |2.

В качестве конкретного примера мы прове-
ли расчеты для рамсеевской последовательности
{(π/2,−π/2)n,π} из работы [9], для которой N -бокс

Рис. 1. (Цветной онлайн) Общая схема композитной
рамсеевской последовательности радиочастотных им-
пульсов {(φ1, φ2, ..., φN)n,φfin}, состоящей из (Nn + 2)
индивидуальных рамсеевских импульсов.

Рис. 2. (Цветной онлайн) Расчеты величины Pm′ по-
сле действия композитной рамсеевской последователь-
ности {(π/2,−π/2)n,π} для κ = 0 (красная штрихо-
вая линия) и ~κ/Ωrf = 0.00004 (зеленая сплошная ли-
ния): (a) – P

m′=−
1

2

на основе резонансного гамильто-

ниана (9); (b) – P
m′=−

1

2

на основе полного гамильто-

ниана (3) [или (7)] с использованием Фурье-анализа;
(c) – P

m′=−
7

2

на основе резонансного гамильтониана

(9); (d) – P
m′=−

7

2

на основе полного гамильтониана (3)

[или (7)] с использованием Фурье-анализа. Параметры
расчетов: Ωrfτ = π, ΩL/Ωrf = 100, δ = 0, τR = 10τ

состоит из двух π-импульсов с фазами φ1 = π/2 и
φ2 = −π/2, а завершающий π/2-импульс имеет фазу
φfin = π. На рисунке 2a, b представлена зависимость
Pm′=−

1

2

от числа n одинаковых N -боксов в случае
магнитного квантового числа m′ = −1/2. При
этом рис. 2a соответствует резонансному подходу
с эффективным гамильтонианом (9) и совпадает с
расчетами в [9], в то время как расчеты на рис. 2b
сделаны на основе полного гамильтониана (3) [или
(7)], используя Фурье-анализ. В последнем случае
мы проводим разложение волновой функции по
конечному числу гармоник (2F + 1) с номерами
от −F до F . При этом вычисления полагаются
выполненными, когда дальнейшее увеличение F

Письма в ЖЭТФ том 120 вып. 1 – 2 2024



Теория композитных рамсеевских последовательностей . . . 29

не ведет ко сколько-нибудь заметному изменению
расчетных зависимостей (для расчета кривых на
рис. 2–4 с хорошим запасом оказалось достаточно
F = 50).

Следует отметить, что именно существенное вли-
яние слабого тензорного сдвига κĴ2

z на долговремен-
ную динамику, наблюдаемое в резонансной теории
(подобно зеленой кривой на рис. 2a), и является глав-
ной идеей метода [9], предложенного для экспери-
ментального обнаружения нарушения ЛЛИ. Однако,
как видно из сопоставления рис. 2a и b, резонансное
приближение весьма неудовлетворительно описыва-
ет динамику системы для n ≫ 1. Более того, на-
ши расчеты для полного гамильтониана (3) [или (7)]
показывают, что наличие малого тензорного вклада
(κĴ2

z ) практически не оказывает заметного влияния
в случае выполнения условия

~κ

Ωrf
≪

τ

τR

Ωrf

ΩL
. (10)

Этот факт также ясно демонстрируют рис. 2c, d, на
которых представлена зависимость Pm′=−

7

2

от чис-
ла n одинаковых N -боксов. Подобные радикальные
несоответствия между резонансной теорией, исполь-
зующей эффективный гамильтониан (9), и расчета-
ми на основе полного гамильтониана (3) [или (7)] на-
блюдаются также для других значений m′ и J (на-
пример, J = 1/2; 3/2; 5/2).

В случае же нарушения условия (10), точные
вычисления на основе полного гамильтониана уже
близки к резонансной теории (см. рис. 3). Поэтому
хорошее совпадение в [9] результатов эксперимента
для иона 88Sr+ (J = 5/2, m′ =−3/2, для последова-
тельностей от n= 1 до n= 55) с расчетами по резо-
нансной теории объясняется тем, что контролируе-
мый в эксперименте тензорный сдвиг (квадруполь-
ный сдвиг в линейной ловушке Пауля) является от-
носительно большим и условие (10) не выполняет-
ся. Действительно, наши вычисления для J = 5/2,
использующие экспериментальные данные из сопро-
водительных материалов к [9], подтверждают доста-
точно близкое совпадение резонансной теории с точ-
ными вычислениями. Однако вклад от предполагае-
мого нарушения ЛЛИ является заведомо очень ма-
лым и с гарантированным выполнением неравенства
(10) для реальных экспериментов с n ≫ 1. Таким об-
разом, если тензорный сдвиг κĴ2

z определяется в ос-
новном нарушением ЛЛИ, то использование рамсеев-
ской последовательности радиочастотных импульсов
{(π/2,−π/2)n,φfin}, рассмотренной в [9], не позволит
надежно обнаружить этот сдвиг, даже если он имеет
место в действительности.

Рис. 3. (Цветной онлайн) Расчеты величины Pm′ по-
сле действия композитной рамсеевской последователь-
ности {(π/2,−π/2)n,π} в случае, когда условие (10)
нарушено, на основе резонансного гамильтониана (9)
(штриховая коричневая линия) и точный расчет на ос-
нове полного гамильтониана (3) [или (7)] (сплошная
синяя линия): (a) – для m′

= −1/2; (b) – для m′
=

−7/2. Параметры расчетов: Ωrfτ = π, ~κ/Ωrf = 0.0005,
ΩL/Ωrf = 400, δ = 0, τR = 10τ

Объяснение того, что для n ≫ 1 резонансная
теория становится неадекватной [если выполняется
условие (10)], на качественном уровне формулирует-
ся следующим образом. Пусть, например, имеет ме-
сто отношение (Ωrf/ΩL) ∼ 0.01. Тогда, как следует
из Фурье-анализа уравнения Шредингера (6) с га-
мильтонианом (7), вклад высших гармоник у волно-
вой функции |Ψ̃(t)〉 по отношению к нулевой гармо-
нике (которая и составляет суть резонансного при-
ближения), также составляет 0.01 по порядку вели-
чины. Таким образом, для одного рамсеевского π-
импульса точный расчет дает отклонение порядка
1 % от резонансного приближения. Поэтому, после
нескольких десятков последовательных π-импульсов
можно ожидать существенное расхождение между
резонансной теорией и точным расчетом, что и на-
блюдается нами в действительности (см. рис. 2). Ана-
логично, для величины отношения (Ωrf/ΩL) ∼ 0.001

значительное отклонение от резонансного подхода
можно ожидать после нескольких сотен рамсеев-
ских импульсов (что также подтверждается вычис-
лениями). При этом существенно уменьшить “пара-
метр нерезонансных вкладов” (Ωrf/ΩL) так, чтобы
достичь выполнения условия (10), крайне проблема-
тично. Действительно, сильно увеличивая зееманов-
ское расщепление ΩL (т.е. статическое магнитное по-
ле Bst), мы автоматически увеличиваем квадратич-
ный зеемановский сдвиг, который имеет такую же
тензорную структуру (∝ Ĵ2

z ), как и предполагаемый
сдвиг за счет нарушения ЛЛИ. Кроме того, возмож-
на заметная неконтролируемая вариация отстройки
δ. Сильное уменьшение радиочастотного поля также
неприемлемо, поскольку будут иметь место сильные
относительные флуктуации малой величины Ωrf , что
резко снизит чувствительность метода.
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Вышеприведенные обстоятельства принципиаль-
но отличают рамсеевские последовательности ра-
диочастотных импульсов от рамссевских последова-
тельностей на оптических переходах, где “параметр
нерезонансных вкладов” может быть крайне малым
(ΩRabi/ω0) < 10−10 (где ΩRabi есть частота Раби
пробного поля на оптическом переходе с частотой
ω0). При этом, метод динамической развязки [11 –
16] разработан именно в рамках резонансного при-
ближения для модели двухуровневого атома. Поэто-
му эффективность данной техники для композит-
ных рамсеевских последовательностей радиочастот-
ных импульсов должна быть исследована отдельно
вне рамок резонансного приближения.

Также хорошо известно, что первой поправкой к
резонансному приближению является сдвиг уровней,
вызванный нерезонансными осциллирующими чле-
нами в полном гамильтониане (сдвиг Блоха–Зигерта
[18]). В нашем случае, рассматривая полный гамиль-
тониан (7) при выполнении условий (8), нетрудно по-
казать, что учет первых нерезонансных вкладов при-
водит к модифицированному резонансному гамиль-
тониану

Ĥ(mod)
res = Ĥres + η(t)

Ω2
rf

4ΩL
Ĵz, (11)

где мы использовали η2(t) = η(t). Как видно, выра-

жение для Ĥ
(mod)
res отличается от (9) дополнительны-

ми малыми сдвигами энергии магнитных подуров-
ней (∝ Ĵz) во время действия импульсов (η(t) = 1),
в то время как во время свободной эволюции эти
сдвиги отсутствуют (η(t) = 0). Однако, как показа-
но на рис. 4, даже переход к модифицированному ре-
зонансному приближению на основе гамильтониана
(11) не приводит к адекватному описанию динамики
атома под действием композитной последовательно-
сти радиочастотных импульсов при n ≫ 1.

В заключении, используя Фурье-анализ вне ра-
мок резонансного приближения, мы рассмотрели
действие композитных рамсеевских последователь-
ностей радиочастотных импульсов, взаимодейству-
ющих с зеемановской структурой на долгоживу-
щем энергетическом уровне атома (иона). Такие по-
следовательности предложены в [9] для экспери-
ментального тестирования ЛЛИ. Нами показано,
что учет нерезонансных вкладов приводит к ра-
дикальному изменению динамики квантовой систе-
мы (по отношению к резонансному приближению)
в случае, когда число рамсеевских импульсов пре-
вышает несколько десятков или сотен. Это объ-
ясняется тем, что “параметр нерезонансных вкла-
дов” (отношение Ωrf/ΩL) является не очень малень-
ким (Ωrf/ΩL∼ 10−2–10−3). В результате, возмож-

Рис. 4. (Цветной онлайн) Расчеты величины Pm′ после
действия композитной рамсеевской последовательно-
сти {(π/2,−π/2)n,π} на основе резонансного гамиль-
тониана (9) (штрих-пунктирная красная линия), на ос-
нове модифицированного резонансного гамильтониана
(11) (штриховая черная линия), и точный расчет на ос-
нове полного гамильтониана (3) [или (7)] (сплошная зе-
леная линия): (a) – для m′

= −1/2; (b) – для m′
= −7/2.

Параметры расчетов: Ωrfτ = π, κ = 0, ΩL/Ωrf = 100,
δ = 0, τR = 10τ

ность использования таких рамсеевских последова-
тельностей радиочастотных импульсов с целью обна-
ружения нарушения ЛЛИ требует дополнительных
исследований и поиска наиболее подходящих спек-
троскопических схем. При этом эффективность тех-
ники динамической развязки (т.е. эффективность по-
давления влияния флуктуаций магнитных полей, в
нашем случае) также не является гарантированной
и должна быть исследована отдельно вне рамок ре-
зонансного приближения.

Полученные результаты, помимо разработки ме-
тодов тестирования ЛЛИ, могут иметь значение так-
же для теоретического анализа различных разделов
квантовой метрологии, использующих вырожденные
энергетические уровни атомов (ионов) и поля с ра-
диочастотной модуляцией (например, в атомных ча-
сах [19]).
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