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Получены простые качественные оценки для максимальной температуры сверхпроводящего перехо-
да, которая может быть достигнута за счет электрон-фононного взаимодействия в теории Элиашберга–
МакМиллана. Показано, что в пределе очень сильной связи верхняя граница температуры перехода
фактически определяется атомными константами и плотностью электронов проводимости.
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Экспериментальное открытие высокотемператур-

ной сверхпроводимости в гидридах под высоким (ме-

габарным) давлением [1, 2] стимулировало интерес

к поиску путей достижения сверхпроводимости при

комнатной температуре [3]. В настоящее время об-

щепринятой является точка зрения [4, 5], что вы-

сокотемпературная сверхпроводимость в гидридах

может быть описана в рамках стандартной теории

Элиашберга–МакМиллана [6–8]. В рамках этой тео-

рии было предложено много вариантов оценки мак-

симально достижимой температуры сверхпроводя-

щего перехода, обсуждение ряда из них можно найти

в обзорах [4, 5, 9]. В недавней работе [10] была пред-

ложена новая верхняя граница для Tc, в виде некото-

рой комбинации фундаментальных констант. Ниже

мы покажем, что с небольшими модификациями та-

кое ограничение для Tc следует непосредственно из

теории Элиашберга–МакМиллана.

Традиционно, после появления теории БКШ, в

большинстве работ, посвященных обсуждению воз-

можных путей повышения Tc, обсуждение ведется

в терминах безразмерной константы электрон – фо-

нонной связи λ и характерной (средней) частоты 〈Ω〉

фононов, обеспечивающих куперовское спаривание.

В частности, в фундаментальной работе Аллена и

Дайнса [11], в пределе очень сильной связи c λ > 10

было получено следующее выражение для Tc
2):

Tc = 0.18
√

λ〈Ω2〉. (1)

Отсюда, казалось бы сразу следует, что ограниче-

ния на величину Tc просто отсутствуют, так что

1)e-mail: sadovski@iep.uran.ru
2)Фактически эта асимптотика достаточно неплохо работает

уже при λ > 2.

в рамках электрон–фононного механизма спарива-

ния можно получить весьма высокие значения Tc.

Фактически дело обстоит несколько сложнее. Дело в

том, что параметры λ и 〈Ω2〉 в теории Элиашберга–

МакМиллана не являются независимыми, что из-

вестно достаточно давно [4, 5, 9, 12].

Связь λ и 〈Ω2〉 ярко проявляется в формуле Мак-

Миллана для λ, полученной в [8]:

λ =
N(0)〈I2〉

M〈Ω2〉
, (2)

где M – масса иона, N(0) – плотность состояний на

уровне Ферми и введен усредненный по поверхно-

сти Ферми матричный элемент градиента электрон-

ионного потенциала:

〈I2〉 =
1

[N(0)]2

∑

p

∑

p′

|〈p|∇Vei(r)|p
′〉|

2
)δ(εp)δ(εp′) =

= 〈|〈p|∇Vei(r)|p
′〉|2〉FS . (3)

Здесь εp – спектр свободных электронов, отсчитан-

ный от уровня Ферми. Выражение (2) дает весьма

полезное представление для константы λ, которое

рутинно используется в литературе и в практических

(первопринципных) расчетах [5].

Если воспользоваться выражением (2) в (1), то

немедленно получим:

T ⋆

c = 0.18

√

N(0)〈I2〉

M
, (4)

так что и λ и 〈Ω2〉 вообще выпадают из выраже-

ния для T ⋆
c , которая выражается теперь просто через

усредненный по поверхности Ферми матричный эле-

мент градиента электрон-ионного потенциала, массу
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иона и плотность электронных состояний на уровне

Ферми. Недостатком этой формулы является неко-

торая потеря наглядности за счет отсутствия пара-

метров, в терминах которых обычно принято трак-

товать Tc.

Как отмечено выше, все параметры, входящие в

это выражение, достаточно легко вычисляются при

первопринципных расчетах Tc для конкретных мате-

риалов (соединений) [5]. Подчеркнем, что величина

T ⋆
c , определенная в (4), рассчитанная для конкрет-

ного материала, не имеет прямого отношения к ре-

альной величине Tc, а определяет именно верхнюю

границу Tc, которая “могла бы быть достигнута” в

пределе достаточно сильной электрон-фононной свя-

зи. Ниже мы проведем элементарные качественные

оценки этой величины.

Далее мы будем иметь ввиду трехмерный металл

с кубической симметрией элементарной ячейки со

стороной a и одним электроном проводимости на

атом. Тогда

N(0) =
mpF
2π2~3

a3, (5)

где pF ∼ ~/a – импульс Ферми, m – масса свободно-

го (зонного) электрона. Потенциал электрон-ионного

взаимодействия (однозарядный ион, e – заряд элек-

трона):

Vei ∼
e2

a
∼ e2pF /~, (6)

а его градиент можно оценить как:

∇Vei ∼
e2

a2
∼ e2p2F /~

2. (7)

Отсюда получаем оценку (3):

I2 ∼

(

e2

a2

)2

∼ (e2p2F /~
2)2. (8)

Здесь были опущены разные численные коэффи-

циенты порядка единицы. Собирая их для модели

свободных электронов, получаем оценку T ⋆
c из (4)

в виде:

T ⋆

c ∼ 0.2

√

m

M

e2

~vF
EF , (9)

где EF = p2
F
/2m – энергия Ферми, vF = pF /m – ско-

рость электронов на поверхности Ферми. Величина
e
2

~vF
, как известно, играет роль безразмерного пара-

метра кулоновского взаимодействия, в типичных ме-

таллах она порядка или больше единицы. Множи-

тель
√

m

M
определяет изотопический эффект.

Будем измерять длины в единицах боровского ра-

диуса aB, введя стандартный безразмерный пара-

метр rs с помощью соотношения a3 = 4π
3 (rsaB)

3.

Тогда имеем:

a ∼ rsaB = rs
~
2

me2
= rs

~

mcα
, (10)

где ввели еще постоянную тонкой структуры α = e
2

~c
.

Соответственно для импульса Ферми запишем:

pF ∼
~

rsaB
=

me2

~rs
=

mc

~rs
α. (11)

Тогда T ⋆
c (4) переписывается как:

T ⋆

c ∼
0.2

rs

√

m

M
α2mc2 =

0.2

rs

√

m

M

me4

~2
=

0.2

rs

√

m

M
Ry,

(12)

где Ry = me4/~2 ≈ 13.6 eV – постоянная Ридберга.

Здесь возникла та же самая комбинация фундамен-

тальных (атомных) констант, которая была предло-

жена в работе [10], из совершенно других соображе-

ний, в качестве верхней границы температуры сверх-

проводящего перехода. Однако в нашем выражении

присутствует дополнительный множитель r−1
s , кото-

рый с необходимостью отражает специфику рассмат-

риваемого материала (плотность электронов прово-

димости), так что величина T ⋆
c вовсе не является уни-

версальной.

Как уже отмечалось выше, величина T ⋆
c строго

говоря не имеет отношения к реальной величине тем-

пературы сверхпроводящего перехода Tc. Однако вы-

ражения (9) и (12) могут быть полезны для оценок

“потенциальных возможностей” того или иного ма-

териала в смысле достижения в нем высоких темпе-

ратур перехода в условиях очень сильной электрон-

фононной связи. Например, для металлического во-

дорода M равно массе протона, так что
√

m

mp
∼ 0.02

и для rs = 1 мы получаем оценку T ⋆
c ∼ 650K.

Эта оценка прекрасно согласуется со значением Tc =

600K, полученным в [12] из решения уравнений Эли-

ашберга для ГЦК решетки металлического водорода

с rs = 1, с учетом рассчитанного в этой работе смяг-

чения фононного спектра, приводящего к реализа-

ции очень сильной связи (λ = 6.1). В то же время

в недавно появившейся работе [13], было проведено

изящное численное исследование сверхпроводимости

металлического водорода с модели “желе”, в котором

максимальное значение Tc достигалось при rs ∼ 3

и не превышало 30 K. Это было связано с тем, что

в этих условиях в модели “желе” реализуется сла-

бая связь и не возникает смягчения спектра фоно-

нов. Возможно, что выражения (9) и (12) могут быть

полезны для предварительной оценки Tc в тех или

иных гидридах металлов, которые сейчас интенсивно

исследуются в поисках сверхпроводимости при ком-

натной температуре.
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