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Отсутствие теории, способной обосновать условие согласования лазерно-плазменных параметров для
реализации режима релятивистского самозахвата лазерного света в плазме, наиболее эффективного для
ускорения электронов, до сих пор не позволяет снять сомнения в необходимости соответствующих широ-
комасштабных экспериментальных исследований, особенно имея в виду необоснованность или незавер-
шенность предшествующих теорий. Представленный теоретико-аналитический подход, учитывающий
релятивистскую нелинейность массы электрона и электронную кавитацию в плазме, преодолевает эту
проблему и дает аналитическое обоснование условия такого согласования для ультрарелятивистских
лазерных пучков на количественном уровне, которое согласуется с многомерным численным моделиро-
ванием.
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Для ускорительных и вторичных радиационно-

ядерных приложений, основанных на взаимодей-

ствии мощных лазерных пучков с прозрачной плаз-

мой, критически важной является решение пробле-

мы устойчивого нелинейного волноводного распро-

странения релятивистски интенсивного лазерного

света на расстояние, много большее рэлеевской дли-

ны. Проведенное в последние годы численное 3D-

моделирование, подтвержденное результатами раз-

личных групп, показало, что этот режим распростра-

нения – релятивистский самозахват (РСЗ) – характе-

ризуется определенным согласованием между попе-

речным размером каверны, в которой локализовано

лазерное излучение, плотностью плазмы и мощно-

стью лазерного импульса (см., например, [1–5]). В на-

стоящее время с некоторой долей неопределенности

принимается, что такое согласование может быть ка-

чественно представлено в виде следующего соотно-

шения

R ≃ α
c

ωp

√
a0 = α

c

ω

√

a0
nc

ne0
∝ I

1/4
0 n

−1/2
e0 , (1)

имеющего место в сильно релятивистском случае,

a0 ≫ 1, где ωp – плазменная частота, ω – частота ла-

зера, nc – критическая плотность, a0 = eE0/meωc –
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стандартная безразмерная амплитуда поля, E0, на

оси лазерного пучка (пропорциональная корню из

интенсивности света на оси, I0), R – самосогласован-

ный радиус каверны, а α – численный коэффициент

порядка единицы, который может разниться от одно-

го численного моделирования к другому. Таким об-

разом, для заданных значений интенсивности лазер-

ного поля (I0) и электронной плотности плазмы (ne0)

стабильному распространению света отвечает опре-

деленный радиус каверны (1). Например, результаты

численного кинетического моделирования методом

“частица в ячейке” свидетельствуют, что α ≃ 1 − 2

[1, 2, 5, 6]. Очевидно, что получение аналитически

соотношения (1), являющееся целью данной работы,

крайне востребовано для обоснования и полного по-

нимания численных результатов. Сразу отметим, что

численное моделирование на основе решения моди-

фицированного нелинейного уравнения Шредингера

[7] хотя и учитывало основные релятивистские нели-

нейности, не подтверждает скейлинг (1), что вносит

дополнительную интригу – может ли адекватная тео-

рия преодолеть такое разногласие.

К настоящему времени накоплен большой экс-

периментальный материал по волноводному распро-

странению лазерных пучков релятивистской интен-

сивности. В первых экспериментах с истекающей из

сопла газовой струей [8], облучаемой 4ТВт импуль-
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сом, при релятивистски-средней интенсивности лазе-

ра (a0 = 2.1) уже отмечалось, что каналирование ре-

ализуется при определенной, оптимальной фокуси-

ровке относительно среза сопла, что отвечало опре-

деленной плотности струи. Это было первым экс-

периментальным подтверждением необходимости со-

гласования размера пятна фокусировки (10 мкм) при

заданной интенсивности лазера (I0 = 6×1018 Вт/см2)

с плотностью образующейся плазмы, которая есте-

ственно падала с расстоянием от сопла, составляя

ne0 ≈ 1020 см−3, когда регистрировался канал. Сле-

дует отметить, что формирование стабильного вол-

новодного канала является определяющим для эф-

фективного ускорения электронов. Из анализа боль-

шого числа экспериментов по ускорению [9] был

установлен факт уменьшения фокального пятна с

увеличением (необходимой для эффективного уско-

рения) плотности (ср. (1)) для широкого диапазона

размеров пятна (3–50 мкм) и электронных плотно-

стей (1018–1020 см−3). Устойчивое каналирование ла-

зерных импульсов отмечается и для современных

лазеров мощностью в сотни ТВт. Например, бла-

годаря этому в экспериментах по ускорению реги-

стрировались электронные сгустки, ускоренные до

энергий, превосходящих 1 ГэВ, с зарядом до 0.3 нКл

при фокусировке 110 ТВт [10] и 240 ТВт [5] лазер-

ных импульсов на газовую плазму с плотностью

ne0 & 1018 см−3 в FWHM-пятно порядка 10 мкм.

Строгое обоснование условия (1), как показано

ниже, можно получить из детального исследования

аналитического самофокусировочного решения вол-

новодного типа, названного самозахватом волново-

го пучка (см. [11, 12, 13]), которое получается из

нелинейного уравнения Шредингера (НУШ) с реля-

тивистской нелинейностью

2ik∂zE +△⊥E + k2
ǫ2
ǫ0
E = 0, E(0, r) = E(r), (2)

для медленно меняющейся в направлении распро-

странения z комплексной амплитуды электриче-

ского поля E(z, r) электромагнитной (лазерной)

волны с частотой ω. Уравнение (2) соответствует

квазиоптическому приближению, описывающему

стационарную (по времени) структуру волнового

пучка, где k = (ω/c)
√
ǫ0 – волновое число элек-

тромагнитной волны, △⊥ – оператор Лапласа

в плоскости r⊥, перпендикулярной оси пучка z,

ǫ0 = 1− 4πe2ne0/(meω
2) – линейная диэлектриче-

ская проницаемость плазмы, а ǫ2 – действительная

часть нелинейной диэлектрической проницаемости

плазмы. В рамках строгого подхода с исполь-

зованием (2) удается найти пространственные

распределения комплексной амплитуды электриче-

ского поля для произвольного значения параметра

релятивизма от нерелятивистских, a0 ≪ 1, до уль-

трарелятивистских, a0 ≫ 1, значений. Результаты

такого подробного исследования будут представ-

лены в отдельной публикации, а в предлагаемой

заметке мы ограничимся случаем a0 ≫ 1, наиболее

интересным для современных исследований.

Сначала отметим, что простой качественный ар-

гумент в пользу условия согласования (1) можно

привести, исходя из давно развитой модели [11] само-

фокусирующегося волноводного канала в среде с ку-

бической нелинейностью в (2) для плоско-слоистого

приближения, хотя последнее, строго говоря, и не

отвечает используемой нами цилиндрической гео-

метрии. А именно, обращаясь к выражению для

полученной Талановым полуширине канала, заме-

ним в нем массу электрона me на γme ∝ a0me,

где γ – релятивистский фактор, чтобы качествен-

но учесть эффект утяжеления электронов в сильно-

релятивистском случае. Тогда, вместо скейлинга для

ширины канала [11] ∝ 1/a0 приходим к отвечающему

выражению (1) скейлингу ∝ √
a0 (см. [14]).

Вышеприведенное интуитивное распространение

условия согласования для слабого лазерного поля,

a0 ≪ 1 вне рамок его формальной применимости,

a0 ≫ 1, находит определенное обоснование на каче-

ственном уровне физической трактовки.

В сильно релятивистском пределе, a0 ≫ 1, мож-

но полагать, что происходит полное пондеромотор-

ное вытеснение электронов из лазерно-плазменного

канала с характерным радиусом rcav, т.е. электрон-

ная кавитация. Тогда, качественно, условие канали-

рованного распространения пучка (т.е. РСЗ) может

быть описано условием полного внутреннего отра-

жения лазерных лучей на стенке полого внутри (по

электронам) канала. Использование этого приводит

к наглядному объяснению выражения (1) [6]. Одна-

ко при этом в качестве a0 выступает значение ам-

плитуды лазерного поля (∝
√
I) на стенке канала,

причем предположение, что оно по порядку величи-

ны сопоставимо с максимальной амплитудой поля на

оси пучка, заранее не очевидно и нуждается в теоре-

тическом осмыслении.

Заметим также, что формирование канала с опре-

деленным поперечным размером свидетельствует о

радиальном равновесии электронов на его границе.

Это выражается в балансе радиальных сил, дей-

ствующих на приграничные электроны, – силы све-

тового давления (пондеромоторной силы), оценива-

емой в сильно релятивистском пределе как Fp ∼
∼ (mec

2/4)(a0/R), и противоположно действующей
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кулоновской фокусирующей силы со стороны ионно-

го остова, FC ∼ meω
2
pR. Этот баланс, Fp = FC , также

сводится к соотношению (1). Понятно, что и при та-

ком рассуждении в качестве a0 выступает значение

амплитуды лазерного поля на границе канала. Одна-

ко, в имеющейся литературе [2] отсылка к условию

(1) не уточняет, что понимается под величиной a0,

и типично ее связывают со стандартной величиной

максимального безразмерного лазерного поля на оси.

Это наводит на мысль, что при правильной трактов-

ке соотношения (1) вместо скейлинга R ∝ I
1/4
0 может

возникать либо другой при использовании погранич-

ного значения амплитуды поля, либо сохраниться

прежний, однако с другим значением параметра α.

Представленная теория проясняет этот вопрос.

Переходя к изложению результатов теоретиче-

ских исследований, следствием которых и является

получение условия согласования вида (1), отметим,

что они получены на основе решения НУШ с реля-

тивистской нелинейностью (2) для широко известно-

го закона нелинейного преломления релятивистски

интенсивного светового пучка, заданного следующей

функцией ǫ2 в (2),

ǫ2 = ǫ0
k2p
k2

(

1− ne

γne0

)

, kp =

(

4πe2ne0

mec2

)1/2

≡ ωp

c
.

(3)

Здесь учтены два вклада: во-первых, это ре-

лятивистская нелинейность массы электрона,

определяемая значением релятивистского факто-

ра для циркулярно-поляризованного аксиально-

симметричного пучка в цилиндрической геометрии

γ =
√

1 + |E/Erel|2, где E2
rel = (ωcme/e)

2 и, во-

вторых, пондеромоторная нелинейность, связанная

с нелинейной деформацией электронной плотности

ne = ne0Ne(γ), пропорциональной △⊥γ (реляти-

вистская стрикция). В наиболее распространенном

случае осесимметричного пучка комплексная ам-

плитуда электрического поля пучка E зависит

от координаты z вдоль оси пучка и поперечной

координаты r⊥ = r, т.е. E = E(z, r). Выделяя в

E вещественные амплитуду, A(r), и линейную по

продольной координате фазу, т.е. E = A exp(iνz/2),

получим уравнение, определяющее зависимость A

от поперечной координаты

△⊥a

a
+ 1− ν − Ne(γ)

γ
= 0, △⊥ = ∂rr +

1

r
∂r. (4)

Здесь в (4) и ниже используются безразмерная попе-

речная координата r, нормированная на k−1
p , безраз-

мерная положительная постоянная распространения

ν > 0, нормированная на k2p/k, и стандартная безраз-

мерная амплитуда поля a = eA/meωc, с помощью

которой релятивистский фактор записывается как

γ =
√
1 + a2. Вид решения уравнения (4) существен-

ным образом зависит от формы функции Ne(γ) и от

постоянной распространения ν < 1, которая опреде-

ляет нелинейную фазовую скорость электромагнит-

ной волны, т.е. зависит от амплитуды a0.

В наиболее упрощенной модели для Ne использу-

ется следующее выражение [15, 16],

Ne = 1 +△⊥γ, (5)

которое дополняется естественным условием неотри-

цательности электронной плотности, ne ≥ 0. Для са-

мозахватных решений с монотонно убывающей с рос-

том r величиной γ это условие нарушается уже при

умеренном релятивизме, когда максимальное значе-

ние γ на оси пучка γ0 = γ(r = 0) превышает значение

γcyl
0 ≈ 1.72 для цилиндрического пучка. В условиях

более сильной релятивистской стрикции, γ0 > γcyl
0 ,

когда условие ne ≥ 0 оказывается нарушенным, по

крайней мере в ограниченной области локализации

пучка, требуется более аккуратное описание сильной

деформации плотности, включая эффект электрон-

ной кавитации [17, 7]. Развитием модели (5) является

дополнительное условие Ne = 0 при нарушении нера-

венства ne ≥ 0. Для локализованного лазерного пуч-

ка с монотонным пространственным распределением

интенсивности это означает формальное разбиение

области существования решения на две подобласти,

в одной из которых плотность электронов положи-

тельна, Ne = 1 + △⊥γ > 0, а в другой – электроны

полностью отсутствуют (зона полной кавитации) и

Ne ≡ 0 в (4). Этому соответствует выражение для

нелинейной диэлектрической проницаемости в виде

кусочно-гладкой функции, что приводит к необхо-

димости строить решение искомой задачи кусочно-

непрерывным способом, сшивая решения в различ-

ных областях, например, так, как это сделано в ра-

ботах [7, 17] и [18, 19].

В зоне полной кавитации, где Ne ≡ 0, для об-

суждаемого здесь цилиндрического пучка решение

уравнения (4), которое отвечает локализованному в

пространстве распределению по поперечной коорди-

нате амплитуды a с максимумом на оси пучка, имеет

наиболее простой вид, когда вместо a используется

релятивистский фактор γ,

γ2 = 1 + (γ2
0 − 1)J2

0 (ξ), ξ =

√

2

(Γ + 1)
r, r < rcav.

(6)

Здесь в (6) параметр Γ связан с ν соотношением

Γ = (1 + ν)/(1 − ν).

В области, где нет полной кавитации, r > rcav,

при подстановке в (4) выражения (5) для Ne и ис-
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пользовании переменной γ = coshu, уравнение (4)

принимает вид

∂ξξu+ (1/ξ) ∂ξu+ sinhu

[

coshu− Γ + 1

2

]

= 0. (7)

Полное решение уравнения (4) получается сшивкой

на границе области полной кавитации r = rcav анали-

тического решения (6) (функций и их производных) с

численным решением уравнения (7) (аналитическое

решение в этой области отсутствует), и проблема за-

ключается в выборе точки сшивки, что по-разному

было реализовано в работах [7, 17] и [18, 19].

Отличие в использованных в этих работах

подходах заключается в выборе положения точки

сшивки решений: границей области кавитации в

[17, 7] (вариант I) является точка обращения в

нуль плотности электронов, что отвечает условию

{1 +△⊥γ}|r=rcav
= 0. Это условие дает дополни-

тельное соотношение, связывающее параметр Γ

cо значениями rcav и γcav = γ(rcav), a с учетом

выполнения условия монотонного убывания u(ξ)

при ξ → ∞ появляется также ограничение на пара-

метр Γ, который с хорошей точностью оказывается

линейной функцией от γcav. Несмотря на то, что

использование этих соотношений позволяет полно-

стью описать структуру электромагнитного поля

в области полной кавитации, вариант I обладает

существенным недостатком.

Недостатком подхода, отвечающего варианту I,

является несохранение полного заряда, т.е. несовпа-

дение числа электронов, “выдавленных” лазерным

излучением из области кавитации, числу электронов

вне зоны кавитации. От этого недостатка свободен

подход, предложенный в [19, 18] (вариант II), при ко-

тором в качестве точки сшивки решений использует-

ся граница, положение которой соответствует выпол-

нению условия баланса для числа электронов, эваку-

ированных из канала во внешнюю область,

Q ≡ 2π

∞
∫

0

(Ne(γ)− 1)rdr = 0, (8)

При вычислении интеграла (8) удобно рассмотреть

отдельно вклад от области полной кавитации, где

Ne ≡ 0, и вклад от внешней области, где Ne определе-

на формулой (5). Тогда, несмотря на то, что условие

(8) формально записывается в виде интегрального

соотношения (по поперечной координате) для про-

странственного распределения плотности электро-

нов, оно сводится к локальному соотношению между

координатой границы зоны полной кавитации и про-

изводной релятивистского фактора в этой же точке,

{1 + (4/(Γ + 1))(1/ξ)∂ξγ}|ξ=ξcav
= 0. Это условие да-

ет дополнительное соотношение, связывающее пара-

метр Γ cо значениями ξcav и γcav,

γcav = ((Γ + 1)/8)(ξcavJ0(ξcav)/J1(ξcav)) +

+
(

1 + [((Γ + 1)/8)(ξcavJ0(ξcav)/J1(ξcav))]
2
)1/2

. (9)

Выбор из решений уравнения (7) только одного, от-

вечающего монотонному убыванию u(ξ) при ξ → ∞,

свидетельствует о том, что параметр Γ не может

быть выбран произвольно, а связан с ξcav определен-

ной зависимостью. Анализ проведенных численных

расчетов показывает, что в привлекающем физиче-

ский интерес широком диапазоне изменения ампли-

туды a0 . 150 эта зависимость представляется следу-

ющей функцией (коэффициенты даны с точностью

до второго знака после запятой)

Γ ≈ b1 + b2ξ
b3
cav + b4(J1(ξcav)/(ξcavJ0(ξcav)))

3/2,

b1 = −0.51, b2 = −0.33, b3 = 1.65, b4 = 5.13.
(10)

Формулы (6), (9), (10) вместе с очевидным следстви-

ем решения (6) при γ = γcav,

γ2
cav = 1 + (γ2

0 − 1)J2
0 (ξcav), (11)

определяют структуру электромагнитного поля пуч-

ка в зоне полной кавитации для варианта II.

Отличие второго варианта сшивки решений от

первого состоит в скачке плотности электронов на

границе области кавитации для второго варианта, в

то время как для первого варианта плотность элек-

тронов непрерывна в этой точке. В последующих ра-

ботах [20] обсуждался эффект влияния гладких рас-

пределений Ne(γ), которые соответствуют исчезаю-

ще малой, но конечной плотности электронов в обла-

сти кавитации, однако такая модификация, как было

указано в [18], не решает проблему нарушения сохра-

нения полного заряда электронов.

Для более сложных моделей, использующих глад-

кую функцию для плотности электронов, и, следова-

тельно, не требующих сшивки решений, интегриро-

вание уравнения (2) представляет нетривиальную за-

дачу. Сравнение вкладов в нелинейную диэлектриче-

скую проницаемость, обусловленных как релятивиз-

мом электронов, так и пондеромоторной стрикцией,

показывает на примере пучка с гауссовым простран-

ственным распределением интенсивности на входе

в нелинейную среду [4, 14], что диэлектрическая

проницаемость как с учетом релятивистской стрик-

ции, так и без нее становится тем ближе к “ваку-

умной”, чем больше интенсивность релятивистского
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пучка. Следовательно, в наиболее интересном преде-

ле сильной релятивистской нелинейности диэлектри-

ческая проницаемость становится “вакуумной” уже

за счет релятивизма, т.е. качественно эффект реля-

тивистского самозахвата в таком пределе можно рас-

смотреть, учитывая только релятивистское измене-

ние массы электронов. При умеренном релятивизме

погрешность вычисления нелинейной диэлектриче-

ской проницаемости при учете стрикции и без нее

оказывается более значительной, но без претензии

на количественный ответ такое приближение может

быть использовано. Таким образом, для получения

“оценочного” условия согласования (1) возникает бо-

лее простая модель (вариант III) (см., например, [22])

без построения “разрывных” решений и последующей

сшивки. Сравнение трех вариантов и обсуждение их

адекватности получаемым в численных эксперимен-

тах условиям согласования для ультрарелятивист-

ской нелинейности (a0 ≫ 1) проводится ниже.

В своем подходе мы основываемся на модели [18]

(вариант II), которую используем для получения по-

ка отсутствующих, но востребованных, аналитиче-

ских формул для самосогласованной при РСЗ ши-

рины лазерного пучка и канала – основным нашим

результатом. Их удается получить в случае a0 ≫ 1

с учетом малости отношения 1/a0. Это решает по-

ставленную нами задачу количественного обоснова-

ния условий реализации РСЗ, вскрывает причину

численно полученного противоречивого результата

[7, 21] (вариант I) и определяет точность приближе-

ния простой модели нелинейности [22] (вариант III).

Сшивка решений уравнения (4), полученных в

разных областях, на разделяющей их границе дает

для вариантов I и II искомые формулы для простран-

ственного распределения величины γ (а значит и для

a), что позволяет вычислить зависимость среднего

безразмерного радиуса лазерного пучка, rL, и без-

размерного радиуса канала кавитации, rcav, от ве-

личины мощности лазерного пучка и максимальной

амплитуды лазерного поля. Ниже формулы и графи-

ки для интересующих нас величин приводятся для

цилиндрического лазерного пучка, для которого без-

размерная величина полной мощности P и средний

радиус определяются соотношениями

P = 2π

∫ ∞

0

rIdr, r2L = (2π/P )

∫ ∞

0

r3Idr, (12)

где I = γ2 − 1 – безразмерная интенсивность ла-

зерного пучка. Зависимости rL и rcav от безразмер-

ной мощности пучка P и от безразмерной ампли-

туды a0 =
√

γ2
0 − 1 лазерного пучка на оси, по-

строенные с использованием формул (12), приве-

дены на рис. 1 и 2 соответственно. Черным круж-

кам соответствуют численные результаты, получен-

ные с использованием модели [18] (вариант II), а

ромбам и треугольникам отвечают варианты I и

III, соответственно. На рисунках 1 и 2, и ниже в

формулах (14) и (15), используется перенормиро-

ванная величина мощности пучка p = P/Pmin, где

Pmin = P (a0 → 0) ≈ 23, 41, так что в размерных пе-

ременных мощность цилиндрического пучка дается

формулой P cyl ≈ 16.31(nc/ne0)p [ГВт].

Рис. 1. Зависимости среднего радиуса лазерного пучка
rL от его полной мощности p (вверху) и от амплитуды
лазерного поля на оси a0 (внизу). Черные кружки со-
ответствуют модели [18], ромбы – модели [15, 17, 7], а
треугольники – модели [22]. Штриховые кривые отве-
чают формулам (14), (15)

В интересующем нас случае сильно релятивист-

ского пучка определяющий вклад в величину пол-

ной мощности и rL дает область полной кавитации.

Это обстоятельство позволяет получить аналитиче-

ские выражения для rL и p через параметр ν и ко-

ординату границы области кавитации. Используя ре-

шение (6) и ограничиваясь интегрированием только

по области 0 ≤ r ≤ rcav (на это указывает нижний

индекс in), запишем вместо (12) следующие выраже-

ния
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Рис. 2. Зависимости радиуса области кавитации (плаз-
менного канала) rcav от его полной мощности p (вверху)
и от амплитуды лазерного поля на оси a0 (внизу). Чер-
ные кружки соответствуют модели [18], ромбы – моде-
ли [15, 17, 7]. Штриховые кривые отвечают формулам
(14), (15)

Pin = π(Γ + 1)p1, r2L,in =
(Γ + 1)

2

p3
p1

,

p1 = (ξ2cav/2)(γ
2
cav − 1)

(

1 +
J2
1 (ξcav)

J2
0 (ξcav)

)

, (13)

p3 = (ξ2cav/6)(γ
2
cav − 1)

[

ξ2cav

(

1 +
J2
1 (ξcav)

J2
0 (ξcav)

)

+

+ 2
J1(ξcav)

J0(ξcav)

(

ξcav − J1(ξcav)

J0(ξcav)

)]

.

В пределе a0 ≫ 1 из этих аналитических выраже-

ний, с учетом (9)–(10), следуют простые асимптоти-

ческие зависимости, коэффициенты в которых ука-

заны с точностью до второго знака после запятой,

Вариант I











rL ≈ 1.09p1/10, rL ≈ 0.89a
1/4
0 ,

rcav ≈ 2.34p1/10, rcav ≈ 1.91a
1/4
0 ,

acav ≈ 0.94a
1/2
0 , rcav/rL ≈ 2.14.

(14)

Вариант II











rL ≈ 1.1p1/6, rL ≈ 0.74a
1/2
0 ,

rcav ≈ 2.36p1/6, rcav ≈ 1.58a
1/2
0 ,

acav ≈ 0.71a
1/3
0 , rcav/rL ≈ 2.14.

(15)

Здесь acav = a(rcav) – значение безразмерной ампли-

туды лазерного поля на границе области кавитации

для вариантов I и II, соответственно2). Видно, что

для варианта II характерна более плавная зависи-

мость поля на границе области кавитации от ампли-

туды поля на оси пучка, acav ∼ a
1/3
0 , по сравнению

с аналогичной зависимостью, acav ∼ a
1/2
0 , для вари-

анта I. Из асимптотических формул (14) и (15) так-

же следует, что отношение радиуса плазменной ка-

верны и характерного радиуса лазерного пучка при-

мерно одинаково для двух вариантов и составляет

rcav/rL ≈ 2.14. Как следует из приведенных выше

формул, зависимость радиуса плазменной каверны

от мощности сильно релятивистского пучка может

получиться из наглядной оценки p ∼ a20r
2
cav (числен-

ный коэффициент пропорциональности в этой фор-

муле для варианта II равен ≈ 0.84), в которой надо

использовать связь a0 с rcav.

Сравнение приведенных на рис. 1, 2 зависимо-

стей, полученных при численном моделировании, с

штриховыми кривыми, построенными по асимпто-

тическим формулам (14), (15), наглядно иллюстри-

рует существенное превышение полученных по мо-

дели [18] аналитических скейлингов для ширины

светового пучка и ширины возникающего канала

над соответствующими результатами работы [7, 21].

Заниженная величина ширины лазерно-плазменного

волновода в [7, 21] является результатом некоррект-

ности использованной модели (вариант I), не со-

храняющей число частиц, что преодолевается ис-

пользованием модели Кима (вариант II). Приведен-

ные скейлинги для характерной ширины каверны

R (R = rcavc/ωp) хорошо согласуются с результата-

ми численных PIC расчетов, тогда как полученный

ранее результат [7, 21] демонстрирует столь слабую

зависимость R(P ), что ее вряд ли можно иденти-

фицировать в реальном эксперименте. Обратим так-

же внимание на то, что “грубая оценка”, полученная

только при использовании нелинейности, основанной

на релятивистском утяжелении массы электрона (ва-

риант III) [24, 14], весьма неплохо, на уровне ошибки

∼ 15%, описывает зависимости радиуса плазменной

каверны от амплитуды поля лазерного пучка. Как

следует из рис. 1, 2, диапазон изменения мощности

лазерного пучка в размерных переменных (в ТВт)

лежит в пределах (0.16− 5× 103)(nc/ne0) [ТВт]. При

этом радиус лазерного пучка (в мкм) меняется в диа-

2)Формулы (13) пригодны для вычисления полной мощно-
сти и среднего радиуса пучка как в варианте II (с использова-
нием (9) и (10)), так и в варианте I, однако в последнем случае
связь Γ с γcav и ξcav будет иной, как было сказано выше.
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пазоне (0.32 − 1.6)
√

nc/ne0λ0 [мкм], где λ0 (в мкм) –

длина волны лазерного излучения.

Подводя итог, отметим, что в работе получены

аналитические асимптотические формулы, характе-

ризующие условие реализации РСЗ лазерного пуч-

ка в плазме в пределе a0 ≫ 1. Проанализирова-

ны различные математические модели, используе-

мые для описания этого режима, и показано, что

наилучшее согласование с результатами численного

эксперимента достигается для модели НУШ с ре-

лятивистской нелинейностью, в которой сохраняется

полный заряд электронов [18]. Развитый теоретико-

аналитический подход, учитывающий релятивист-

скую нелинейность массы электрона и электронную

кавитацию в плазме, в частности, дает следующее

выражение для радиуса плазменного канала при

РСЗ (ср. (1))

R = 1.58
c

ω

√

a0
nc

ne0
, где a0 ≫ 1, (16)

самосогласованного с амплитудой лазерного поля и

плотностью плазмы. Хотя это выражение и подтвер-

ждает качественно ожидаемое из баланса дифрак-

ции и релятивистской нелинейности массы электро-

на волноводное условие РСЗ [2, 6, 14, 23, 24], его реа-

лизация с учетом сильной кавитации до сих пор бы-

ла не очевидна. Проведенное теоретическое доказа-

тельство восполняет этот пробел, описывает согласо-

вание R, a0 и ne0 в количественной форме и позво-

ляет обосновывать результаты численного моделиро-

вания. Согласно (16) и (15) для поперечного размера

D = 2R плазменного канала в физических перемен-

ных имеем

D [мкм] = 1.49λ0 [мкм](nc/ne0)
(1/3)(P [ТВт])(1/6).
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