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Рассмотрено флексоэлектричество в макроскопически неполяризованном многодоменном сегнето-
электрике. Показано, что флексоэлектрические модули модифицируются за счет пьезоэффекта в отдель-
ных доменах. Построена теория возмущений, согласно которой эффект возникает в третьем порядке.
Оценка эффекта для титаната свинца в изотропном приближении показала, что поправки к флексоэлек-
трическим модулям f1111 и f1122 сравнимы по величине с их исходными значениями и зависят лишь от
исходной величины f1212. Поправка же к f1212 мала, что позволяет использовать теорию возмущений.
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Флексоэлектричество – электромеханический эф-

фект высшего порядка, обусловленный связью элек-

трической поляризации с градиентом деформации

и/или градиента поляризации с деформацией [1–6].

В последнее время он привлекает значительное вни-

мание ряда исследователей. Это связано с тем,

что эффект является масштабно зависимым и рас-

тет с уменьшением характерного размера, стано-

вясь сравнимым с пьезоэлектричеством в наномет-

ровом масштабе. Поэтому изучение флексоэлектри-

чества имеет существенное значение для развития

технологии микро- и наномеханических устройств

(MEMS и NEMS соответственно) [7–16]. Наиболее

сильно флексоэлектричество проявляется в мате-

риалах с большой диэлектрической проницаемо-

стью [17–21], поэтому зачастую оно исследуется в

сегнетоэлектриках.

В то же время сегнетоэлектрики могут находить-

ся в парафазе и сегнетофазе. Конечно, в сегнетофа-

зе возникает пьезоэффект, и в монодоменном образ-

це на фоне пьезоэлектричества флексоэффект про-

является менее ярко. Однако обычно в сегнетофа-

зе образец разбивается на домены, причем в сред-

нем по образцу, если не принять специальных мер,

инверсионная симметрия по прежнему сохраняется.

Так что в среднем по образцу пьезоэффект исчезает.

В этом случае флексоэффект в сегнетофазе сегне-

тоэлектрика так же существенен, как и в парафазе.

Заметим, что экспериментальные работы по флексо-

электричеству в сегнетофазе сегнетоэлектриков из-
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вестны [22–25]. Что же касается теоретических работ,

то здесь можно указать работы по влиянию флексо-

электричества на доменные стенки [26–28]. Теорети-

ческих же работ, посвященных флексоэлектричеству

в образце в целом (в сегнетофазе), авторам данной

статьи не известно.

Если рассматривать прямой флексоэффект (по-

ляризация под действием градиента деформации),

которым мы здесь только и ограничимся, сразу мож-

но заметить, что градиент деформации, свернутый

с флексотензором, входит в термодинамический по-

тенциал точно так же, как и электрическое поле. По-

этому может показаться, что теория прямого флек-

соэффекта в многодоменном сегнетоэлектрике ничем

не отличается от теории поляризации такого сегне-

тоэлектрика под действием электрического поля. Но

внимательное рассмотрение этого вопроса показы-

вает, что это не вполне так. Дело в том, что, хотя

в среднем по образцу пьезоэффект отсутствует, ло-

кально он все же есть, что приводит к перенорми-

ровке флексоэлектрического тензора. Рассмотрение

такой перенормировки и составляет содержание дан-

ной статьи.

Нужно отметить, что задачи, связанные с домен-

ной структурой, являются, в теоретическом отноше-

нии, довольно сложными в силу нелинейности соот-

ветствующих уравнений. По-видимому, количествен-

ные результаты тут возможны только на основе пря-

мого численного моделирования, подобного, напри-

мер, тому, что делалось в [29]. Такое прямое моде-

лирование требует крайне больших вычислительных

ресурсов. При этом даже в случае линеаризации на
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фоне доменной структуры, что в основном нас и ин-

тересует, точное аналитическое решение оказывается

проблематичным в силу случайного характера до-

менной структуры. Тем не менее качественный ре-

зультат, заключающийся в демонстрации указанного

выше эффекта, может быть получен и на основании

теории возмущений. Именно это и делается ниже.

2. Основные уравнения. Основой нашего рас-

смотрения является объемная плотность потенциала

Ландау Φ, интеграл от которой дает потенциал Лан-

дау. Минимум этого потенциала определяет равно-

весную конфигурацию. Используя тензорные обозна-

чения Эйнштейна и знак при флексоэлектрическом

слагаемом в соответствии с [30], запишем этот потен-

циал в следующем виде (используем систему СИ):

Φ =
1

2
gijklPi,jPk,l +

1

2
aijPiPj +

1

12
bijklPiPjPkPl −

− φPi,i −
ε0
2
φ,iφ,i − qijklPiPjuk,l − fijklui,j,lPk +

+
1

2
cijklui,juk,l − σijui,j. (1)

Здесь Pi – вектор поляризации, ui – вектор упругого

смещения, φ – электростатический потенциал, σij –

симметричный тензор, являющийся формальным ис-

точником упругих деформаций, ε0 – диэлектриче-

ская постоянная, gijkl, aij , bijkl, qijkl , fijkl, cijkl –

тензоры материальных постоянных, описывающие

дисперсионные, диэлектрические (в двух порядках),

электрострикционные, флексоэлектрические и упру-

гие свойства соответственно.

Относительно формулы (1) нужно сделать два

замечания. Во-первых, в ней мы пишем несиммет-

ризованный градиент смещения ui,j, в то время

как фактически имеет место зависимость только от

симметризованного тензора (тензора деформаций).

Так можно делать потому, что материальные тен-

зоры симметричны по соответствующим индексам и

несимметричная часть ui,j все равно выпадает. Во-

вторых, флексоэлектрическое слагаемое мы пишем

в форме fijklui,j,lPk, а не в форме fijkl(ui,j,lPk −

ui,jPk,l)/2. Так можно делать потому, что с точно-

стью до поверхностных членов, возникающих при

интегрировании по частям, эти две формы эквива-

лентны, поверхностными же эффектами мы здесь не

интересуемся.

В сегнетофазе материальный тензор aij не явля-

ется положительно определенным, что приводит к

возникновению спонтанной поляризации P
(0)
i . С уче-

том того, что возникает доменная структура, поле

P
(0)
i является пространственно неоднородным, при-

чем мы будем его считать случайным полем, так же,

как поле соответствующих деформаций u
(0)
i и поле

электростатического потенциала φ(0).

Нас интересует линеаризованная теория. Поэто-

му переразложим (1) над P
(0)
i с точностью до чле-

нов второго порядка по P̃i = Pi −P
(0)
i , ũi = ui− u

(0)
i ,

φ̃ = φ−φ(0) . При этом линейные члены, кроме σij ũi,j,

исчезают в силу равновесности доменной структуры

при σij = 0 (по меньшей мере локальной равновесно-

сти), и, опуская несущественную для нас константу,

получаем

Φ =
1

2
gijklP̃i,j P̃k,l +

+
1

2

[

aij + bijklP
(0)
k P

(0)
l − 2qijklu

(0)
k,l

]

P̃iP̃j −

− φ̃P̃i,i −
ε0
2
φ̃,iφ̃,i − 2qijklP

(0)
i P̃j ũk,l −

− fijklũi,j,lP̃k +
1

2
cijklũi,j ũk,l − σij ũi,j . (2)

В результате такого переразложения у нас возник-

ло случайное поле анизотропии bijklP
(0)
k P

(0)
l и слу-

чайное же поле пьезотензора djkl = −2qijklP
(0)
i . От-

метим, что тензор aij + bijklP
(0)
k P

(0)
l теперь уже яв-

ляется положительно определенным, причем в нем

удобно выделить средний (по случайной доменной

структуре) тензор, записав

aij + bijklP
(0)
k P

(0)
l − 2qijklu

(0)
k,l = 〈βij〉+ αij . (3)

Здесь 〈βij〉 – постоянный тензор, имеющий симмет-

рию исходной парафазы, так что в кубическом слу-

чае он сводится к скаляру, 〈αij〉 = 0.

Далее для упрощения записи мы будем опускать

тильды и знак усреднения у 〈βij〉. В итоге получим

Φ =
1

2
gijklPi,jPk,l +

1

2
(βij + αij)PiPj − φPi,i −

−
ε0
2
φ,iφ,i + diklPiuk,l − fijklui,j,lPk +

+
1

2
cijklui,juk,l − σijui,j . (4)

Варьируя интеграл от такого потенциала по Pi, ui и

φ, получаем следующую систему линейных уравне-

ний:

(βij+αij)Pj−gijklPk,l,j+φ,i+dikluk,l−fkjiluk,l,j = 0 ,

(5)

(cklijui,j + diklPi + fklijPi,j − σkl),l = 0 , (6)

(ε0φ,i − Pi),i = 0 . (7)

Хотя полученные уравнения являются линейны-

ми, дело усложняется тем, что это стохастические
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уравнения, так как величины αij и dikl являются слу-

чайно неоднородными. Поэтому придется восполь-

зоваться теорией возмущений по соответствующим

слагаемым в (5)–(7). Также параметром разложения

будет флексоэлектрическое слагаемое.

3. Теория возмущений. Получить теорию воз-

мущений проще всего, осуществляя итерации инте-

гральных уравнений, эквивалентных (5)–(7):

Pi(r) =

∫

Gij(r− r
′)[αjn(r

′)Pn(r
′) +

+ djkl(r
′)ukl(r

′)− fknjlukn,l(r
′)]d3r′, (8)

uij(r) =

∫

Dijkl(r− r
′)[σkl(r

′)−

− dnkl(r
′)Pn(r

′)− fklnmPn,m(r′)]d3r′. (9)

Здесь uij = (ui,j + uj,i)/2, а функции Грина (пропа-

гаторы) Gij и Dijkl удовлетворяют уравнениям

gijklGkn,j,l(r)− βijGjn(r)− φn,i(r) = δinδ(r), (10)

ε0φn,i,i = Gin,i, (11)

Dklnm =
1

2
(Dkn,m,l +Dln,m,k) , (12)

cijklDkn,l,j(r) = δinδ(r). (13)

Эти функции могут быть найдены с помощью пре-

образования Фурье.

Из уравнений (8) и (9) очевидно следующее.

Невозмущенное решение содержит только упругую

деформацию:

u
(0)
ij (r) =

∫

Dijkl(r− r
′)σkl(r

′)d3r′, (14)

P
(0)
i = 0. (15)

В первом порядке появляется вклад только в поля-

ризацию

P
(1)
i (r) =

∫

Gij(r− r
′)[djkl(r

′)u
(0)
kl (r

′)−

−fknjlu
(0)
kn,l(r

′)]d3r′, (16)

u
(1)
ij = 0. (17)

Во втором порядке есть вклад и в поляризацию

P
(2)
i (r) =

∫

Gij(r− r
′)αjn(r

′)P (1)
n (r′)d3r′, (18)

и в деформацию

u
(2)
ij (r) = −

∫

Dijkl(r− r
′)[dnkl(r

′)P (1)
n (r′) +

+fklnmP (1)
n,m(r′)]d3r′. (19)

Вклад в поляризацию третьего порядка равен

P
(3)
i (r) =

∫

Gij(r− r
′)[αjn(r

′)P (2)
n (r′) +

+ djkl(r
′)u

(2)
kl (r

′)− fknjlu
(2)
kn,l(r

′)]d3r′. (20)

Вклад третьего порядка в деформацию и все более

высокие вклады нас интересовать не будут.

Далее надо сделать подстановки и усреднить

полученную поляризацию по случайной доменной

структуре. При этом надо учесть, что в силу того,

что мы предполагаем сохранение инверсионной сим-

метрии в среднем (вероятности доменов с противо-

положной поляризацией равны), то обратятся в ноль

〈dikl〉 и 〈diklαnm〉. Также обратится в ноль 〈αij〉, так

как его среднюю часть мы выделили в βij и учли до

построения теории возмущений. Тогда получаем

P
(1)
i (r) = −

∫

Gij(r− r
′)fknjlu

(0)
kn,l(r

′)d3r′. (21)

Это обычный невозмущенный флексоэлектрический

вклад. Во втором порядке усреднение обнуляет

вклад в поляризацию:

〈P
(2)
i 〉 = 0. (22)

Что же касается третьего порядка, то в нем возни-

кает десять слагаемых, пять из которых обращаются

в ноль при усреднении. Из оставшихся пяти слагае-

мых, четыре лишь модифицируют пропагаторы. Они

нас здесь не интересуют. Интересующий нас эффект

описывается единственным слагаемым третьего по-

рядка

P
(3)
i (r) = −

∫

Gij(r− r
′)Dklmn(r

′ − r
′′)fmnpq ×

×Gpr,q(r
′′ − r

′′′)〈djkl(r
′)drst(r

′′′)〉u
(0)
st (r

′′′)×

× d3r′′′d3r′′d3r′. (23)

4. Дополнительный вклад в флексо-

электрические модули. Последнюю формулу

предыдущего раздела можно переписать в виде

отклика за счет нелокального пьезоэлектричества

(здесь мы уже опускаем обозначение порядка теории

возмущений):

Pi(r) =

∫

Gij(r− r
′)∆jkl(r

′′)u
(0)
kl (r

′ − r
′′)d3r′′d3r′,

(24)

где

∆jkl(r) =

∫

〈drkl(0)djst(r)〉Dstmn(r
′)×

× fmnpqGpr,q(r− r
′)d3r′. (25)
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Здесь учтено, что 〈djkl(r
′)drst(r

′′′)〉 зависит только

от разности своих пространственных аргументов, так

как в среднем трансляционная инвариантность со-

храняется.

Нелокальный пьезоэффект, описываемый фор-

мулой (24), для достаточно медленно меняющих-

ся упругих полей может быть стандартным обра-

зом представлен как флексоэффект. Для этого надо

лишь разложить u
(0)
kl (r

′ − r
′′) вблизи r

′ с точностью

до линейных членов. Тогда получится следующее:

Pi(r) =

∫

Gij(r− r
′)u

(0)
kl (r

′)d3r′
∫

∆jkl(r
′′)d3r′′ −

−

∫

Gij(r− r
′)u

(0)
kl,m(r′)d3r′

∫

r′′m∆jkl(r
′′)d3r′′. (26)

Первое слагаемое обращается в ноль по симметрий-

ным причинам. Что же касается второго слагаемо-

го, то сравнив его с (21), мы убеждаемся, что по-

лучилась поправка к флексоэлектрическому тензору,

определяемая следующими формулами:

δfklij =

∫

rj∆ikl(r)d
3
r = Lklijmnpqfmnpq, (27)

Lklijmnpq =

∫

〈drkl(0)dist(r)〉Dstmn(r
′)×

×Gpr,q(r− r
′)rjd

3
r
′d3r. (28)

Практически удобнее пользоваться фурье-

представлением последней формулы:

Lklijmnpq = −4qurklqvist

∫

〈

P (0)
u P (0)

v

〉

(−k)×

×
∂

∂kj
[Dstmn(k)kqGpr(k)]

d3k

8π3
. (29)

Здесь мы дополнительно выразили коррелятор по-

ля пьезомодулей через коррелятор поля спонтанной

поляризации.

5. Численная оценка. Сделаем оценку поряд-

ка величины δfklij для типичного сегнетоэлектри-

ка кубической (в парафазе) структуры PbTiO3. По-

скольку мы оцениваем лишь порядок, то пренебре-

жем кубической анизотропией и примем для фурье-

образа коррелятора спонтанной поляризации крайне

простую аппроксимацию:

〈PiPj〉(k) =







6π2δijΛ
−3

(

P (0)
)2

k < Λ,

0 k > Λ.
(30)

Здесь Λ – параметр обрезания, имеющий порядок об-

ратного размера доменов.

При такой аппроксимации можно, во-первых, за-

писать основную формулу (29) в виде интеграла по

объему шара. Во-вторых, используя тот факт, что в

этом случае под интегралом стоит лишь частная про-

изводная, интеграл по объему шара можно свести к

интегралу по его поверхности:

Lklijmnpq = −qurklquist24π
2
(

P (0)
)2

Λ−3 ×

×

∮

k=Λ

kj
k
Dstmn(k)kqGpr(k)

dS

8π3
. (31)

Здесь использовано представление единичного век-

тора внешней нормали в виде nj = kj/k.

Практически всегда корреляционная длина

флуктуаций много меньше, чем характерный размер

доменов. А это означает, что при k < Λ, с учетом

того, что в сегнетоэлектрике относительная диэлек-

трическая проницаемость ε много больше единицы,

пропагатор Gij(k) дается следующей формулой:

Gij = εε0
(

kikj/k
2 − δij

)

. (32)

Существенно, что такой пропагатор масштабно инва-

риантен (не меняется при изменении масштаба век-

тора ki). Упругий пропагатор масштабно инвариан-

тен изначально. Поэтому в интеграле (31) можно сде-

лать масштабное преобразование k, и свести инте-

грирование к интегрированию по единичной сфере,

причем параметр Λ−3 при этом сокращается:

Lklijmnpq = −qurklquist24π
2
(

P (0)
)2

×

×

∮

k=1

kjDstmn(k)kqGpr(k)
dS

8π3
. (33)

Учитывая явный вид пропагаторов, ясно, что

в результате таких преобразований интегрирование

свелось к интегралам вида

∮

k=1

ki . . . kndS. (34)

Такие интегралы удобно вычислять, дифференцируя

по компонентам вектора r производящую функцию

F (r) =
1

4π

∮

k=1

eikrdSk =
sin r

r
(35)

и беря после дифференцирования предел r → 0.

При этом, чтобы избежать необходимости раскры-

вать неопределенности, синус в F удобно предста-

вить в виде разложения в ряд Тейлора.
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В результате, после несколько громоздких, но

принципиально простых выкладок, в предположении

изотропности тензора fijkl, получается простая фор-

мула для поправок к этому тензору:

δfklij = −
(

P (0)
)2 2εε0f1212

5c1212
×

× (2qujklquiss − 3qusklquisj − 3qutklquijt). (36)

Подставляя численные параметры (все в СИ): ε =

= 400 [31], c1111 = 17.46 · 1010, c1212 = 11.1 · 1010,

q1111 = 11.41 · 109, q1122 = 0.46 · 109, q1212 = 1.87 · 109,

P0 = 0.63 [32], получаем следующее:

δf1111 = 2.6f1212,

δf1122 = 0.8f1212,

δf1212 = −0.1f1212.

(37)

В поправках изотропности тензора уже нет, что свя-

зано с тем, что тензор электрострикции взят с реаль-

ной кубической симметрией.

Обращают на себя внимание два факта. Первый –

все выразилось только через компоненту f1212. Это

довольно естественное следствие чисто поперечной

структуры пропагатора G и изотропности затравоч-

ного тензора fijkl. Второй примечательный факт за-

ключается в том, что поправка к f1212 мала и это

благоприятно с точки зрения применимости теории

возмущений. В это же время поправки к f1111 и f1122
малыми не являются, что благоприятно с точки зре-

ния возможности наблюдения рассматриваемого эф-

фекта и его важности.

6. Заключение. Мы построили континуальную

теорию, описывающую влияние случайной доменной

структуры в сегнетоэлектрике на его макроскопи-

ческие электромеханические свойства. Исходная си-

стема уравнений содержит электрострикцию, флек-

соэлектрический эффект и корреляционные члены.

Пьезоэффект в данной модели описывается сверткой

тензора электрострикции с вектором поляризации.

При усреднении по доменной структуре пьезоэффект

зануляется, а диэлектрическая проницаемость опи-

сывается изотропным тензором, для оценки которого

можно воспользоваться данными для поликристал-

ла [31]. Рассматривая все случайно-неоднородные

величины как возмущение классических уравнений

для сегнетоэлектрика, мы получили соответству-

ющую теорию возмущений. В рамках такой тео-

рии возмущений появляется перенормировка флек-

соэлектрического тензора, добавка к которому свя-

зана с локальным пьезоэффектом. Она выражается

через функции Грина (пропагаторы) поляризацион-

ного и упругого поля, исходные флексоэлектриче-

ские модули, квадратичную форму компонент тен-

зора электрострикции и пространственный коррел-

лятор вектора поляризации. Фурье-образ последне-

го мы аппроксимировали крайне простой характери-

стической функцией однородного шара, что позволи-

ло осуществить численную оценку эффекта для ти-

пичного сегнетоэлектрика титаната свинца. Получа-

ющиеся поправки к флексоэлектрическим модулям

f1111 и f1122 по порядку величины сравнимы с исход-

ными модулями и не зависят ни от размера доменов,

ни от корреляционной длины, ни от размеров образ-

ца. В связи с тем, что в случае достаточно крупных

доменов фурье-образ поляризационного пропагато-

ра можно взять в форме поперечного проектора, в

ответ вошла лишь компонента f1212 флексотензора,

поправка к которой оказалась мала. Тем самым ис-

пользование теории возмущений для данного случая,

по меньшей мере, не противоречиво, несмотря на об-

щую большую величину эффекта в других компонен-

тах. Сформулированная нами в общем виде теория

может применяться для решения широкого класса

задач, связанных с электромеханическим откликом

в случайно поляризованном образце.
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