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В рамках одно- и двумерных моделей сильной связи обсуждаются дисперсионные зависимости в
металле с геликоидальным соизмеримым магнитным порядком. Обобщенная теорема Блоха для транс-
ляций с поворотом спиновой системы вместе с периодическими граничными условиями Борна–Кармана
формирует многолистные дисперсионные кривые (поверхности). Доказано, что возникающая зонная
структура является топологически нетривиальной, что может приводить к спиновой текстуре поверх-
ности Ферми и быть причиной транспортных аномалий.
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1. Введение. В последние десятилетия проводи-

лись интенсивные экспериментальные и теоретиче-

ские исследования топологической зонной структу-

ры [1–3]. Эти работы были сосредоточены в основном

на изучении краевых состояний в топологических

изоляторах и полуметаллах [2, 3]. К настоящему вре-

мени разработаны методики расчета топологических

инвариантов и проведена детальная классификация

топологических изоляторов и полуметаллов [1]. Кра-

евые состояния обладают специфическими свойства-

ми симметрии, что приводит к подавлению некото-

рых механизмов рассеяния и, следовательно, высо-

кой подвижности носителей заряда [3].

Основным инструментов исследования топологии

зонной структуры является векторный потенциал

(связность) Берри [2] Akσ = −i〈ψkσ|∇k|ψkσ〉, где

ψkσ – волновая функция электрона с волновым век-

тором k и спином σ. Эта величина характеризует

“адиабатическое” изменение фазы волновой функ-

ции в зоне Бриллюэна. Однако недавно возникло

предположение о том, что в геликоидальном магнит-

ном поле может возникать зонная структура, кото-

рая, по-видимому, топологически нетривиальна, но

при этом не связанная, по крайней мере, непосред-

ственно с фазой волновой функции и потенциалом

Берри [4, 5].
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Металлический делафоссит PdCrO2 является од-

ним из наиболее ярких примеров геликоидальных

магнетиков, демонстрирующих аномальные транс-

портные свойства [6–8]. В этом соединении гексаго-

нальные проводящие слои палладия чередуются с

диэлектрическими магнитными прослойками CrO2

[9], в каждой из которых ионы хрома образуют

120◦ магнитный порядок [6]. Межслойное упорядоче-

ние довольно сложное, и всего структура содержит

18 магнитных подрешеток. Проводимость PdCrO2

при комнатной температуре приближается к лучшим

элементарным проводникам (примерно 16 % от про-

водимости меди) [10]. Причем при переходе в магни-

тоупорядоченное состояние при T = 37.5K проводи-

мость резко увеличивается, т.е. магнитный порядок

стимулирует состояние с высокой проводимостью.

В PdCrO2 также наблюдается необычный аномаль-

ный эффект Холла при нулевой полной киральности

магнитной структуры [10], невзаимный электронный

транспорт [11], аномалии термоэдс в магнитном по-

ле [12] и магнитосопротивления [13], а также форми-

рование необычной ферми-жидкости под действием

магнитных фрустраций [14]. В работах [15, 5] пока-

зано, что зонная структура в PdCrO2 может иметь

нетривиальный характер.

Движение электрона в геликоидальном магнит-

ном поле и зонная структура металла с геликои-

дальным магнитным порядком изучается уже бо-

лее полувека [4, 16, 17], в том числе с использо-

ванием теории спиновых пространственных групп
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(СПГ)[18, 19]. Операция симметрии СПГ {αs|β|t}
включает в себя как пространственные трансляцию t

и поворот β, так и вращение спинов αs. Этот подход

особенно полезен при отсутствии спин-орбитального

взаимодействия. В системе с соизмеримым геликои-

дальным порядком можно доказать обобщенную тео-

рему Блоха [20] для трансляций с поворотом спиной

подсистемы {α|0|t}.
Дисперсионные зависимости в геликоидальном

магнетике (с геликоидальным внешним магнитным

полем) обладают вырождением крамерсовского ти-

па и симметрией аналогичной немагнитным систе-

мам со спин-орбитальным взаимодействием [5]:

εk,〈σ〉 = ε−k,−〈σ〉, (1)

где 〈σ〉 ≡ 〈ψk|σ̂|ψk〉, |ψk〉 – волновая функция.

Здесь спиновый индекс заменен средним значением,

поскольку проекция спина в системе с неколлине-

арным магнитным порядком не является хорошим

квантовым числом. Дисперсия электронов в гелико-

идальных магнетиках также обладает рядом хоро-

шо известных необычных свойств: бесщелевая зон-

ная структура [16, 21] и непериодичность в преде-

лах магнитной зоны Бриллюэна [4, 15] Недавно бы-

ло предположено [4, 5], что дисперсионные кривые

(поверхности) являются топологически нетривиаль-

ными. В данной работе показано, что такая зонная

структура является следствием обобщенной теоремы

Блоха с периодическим граничным условием, и до-

казана топологическая нетривиальность дисперсион-

ной зависимости.

2. Обобщенная теорема Блоха и периоди-

ческие граничные условия. Рассмотрим движе-

ние электрона в периодическом потенциале кристал-

лической решетки U(r + t) = U(r), где t – вектор

трансляции решетки, и геликоидальном магнитном

поле h(r):

Ĥ = −∇2 + U(r) + h(r)σ̂, (2)

где σ̂ – матрицы Паули. Магнитное поле предпола-

гается периодическим и соизмеримым с кристалли-

ческой решеткой, т.е. r̂it̂i h(r) = h(r), где t̂i и r̂i –

операторы трансляций на основной вектор решетки

и поворота на угол αi = 2π/Ni вокруг оси zs, Ni – на-

туральное число. Поскольку спин-орбитальное вза-

имодействие в системе отсутствует, спиновая систе-

ма координат (xs, ys, zs) может быть ориентирована

произвольным образом относительно пространствен-

ной (x, y, z). Заметим также, что гамильтониан (2)

удовлетворяет условиям теоремы 1 или 2 работы [5]

в зависимости от того, четное или нечетное число Ni.

Гамильтониан (2) инвариантен относительно

обобщенных трансляций r̂it̂i, соответствующих

оператору СПГ {αi|0|ti}. Этот оператор образует

циклическую группу изоморфную группе обыч-

ных трансляций с неприводимым представлением

Dk(r̂it̂i) = exp(ikti). Тогда собственная волновая

функция гамильтониана (2) принимает вид

ψkσ(r) = exp(ikr)ûk(r), (3)

где спинор ûk(r) обладает обобщенной периодично-

стью

r̂it̂iûk(r) = ûk(r), (4)

и вектор k определен в кристаллографической зоне

Бриллюэна. Это утверждение и составляет обобщен-

ную теорему Блоха для геликоидальных магнитных

систем [20].

Теперь можно записать уравнение для спинорной

функции ûk(r):

[(−i∇+ k)2 + U(r) + h(r)σ̂]ûk(r) = Ekûk(r). (5)

Из выражения (5) видно, что зависимость Ek непре-

рывна в кристаллографической зоне Бриллюэна.

Для описания дисперсионных зависимостей нам

необходимо также установить периодические гранич-

ные условия, которые можно записать как

ψkσ(r+NiTi) = ψkσ(r), (6)

где Ti – основной вектор магнитной решетки, ко-

торый можно определить через кристаллографиче-

ские трансляции Ti =
∑

ij nijtj , где nij – целые чис-

ла. Магнитная ячейка, построенная на векторах Ti,

имеет объем Vm, кратный объему кристаллографи-

ческой ячейки Vc: Nm = Vm/Vc.

Отсюда следует, что разрешенные значения бло-

ховских волновых векторов лежат в магнитной зоне

Бриллюэна, которая имеет объем в Nc раз меньше

кристаллографической. Таким образом, дисперсион-

ную зависимость Ek следует привести к магнитной

зоне Бриллюэна, в результате чего возникает зонная

структура изNc ветвей, которая обладает следующи-

ми свойствами. (i) Она должна быть бесщелевой, по-

скольку исходная дисперсия Ek непрерывна в исход-

ной кристаллографической зоне Бриллюэна. (ii) От-

дельная ветвь в общем случае является непериоди-

ческой в магнитной зоне Бриллюэна. Ниже рассмот-

рены точно решаемые примеры таких систем и по-

казано, что такая зонная структура топологически

нетривиальна.
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3. Одномерная модель сильной связи. Про-

стейшей моделью соизмеримой геликоидальной маг-

нитной структуры является модель цепочки со 120◦

магнитным полем на узлах решетки:

Ĥ3sl = −
∑

<i,j>,σ

(

â†iσâjσ + h.c.
)

−
∑

i,σ,σ′

(

â†iσĥ(i)âiσ′

)

, (7)

где â†iσ(âiσ) – оператор рождения (уничтожения)

электрона на i-м узле решетки с проекцией спина на

ось z, равной σ = ±1/2. Цепочка разбита на 3 эквива-

лентные подрешетки (см. рис. 1a), и магнитное поле

на i-м узле принимает одно из 3 возможных значе-

ний в зависимости от номера подрешетки: ĥ1 = h0σ̂x,

ĥ2 = h0(−σ̂x +
√
3σ̂y)/2, ĥ3 = h0(−σ̂x −

√
3σ̂y)/2.

Рис. 1. (Цветной онлайн) Модель сильной связи с 120◦

магнитным полем на (a) одномерной цепочке и (b) гек-
сагональной решетке

Гамильтониан (7) легко приводится к диагональ-

ному виду [5], и полученные дисперсионные кривые

показаны на рис. 2. Заметим, что всегда можно опре-

делить однозначно дисперсионную кривую таким об-

разом, чтобы собственные значения и вектора изме-

нялись непрерывно при изменении волнового векто-

ра k. Жирной линией выделена нижняя дисперсион-

ная кривая. Видно, что она непериодична в пределах

магнитной зоны Бриллюэна (k ∈ [−π/3, π/3]), но яв-

ляется периодической функцией в расширенной зо-

на Бриллюэна (k ∈ [−π, π]), соответствующей кри-

сталлографической решетке. Поскольку разрешен-

ные волновые вектора лежат в магнитной зоне пери-

одическая функция трехкратно “сложена” в ней, и в

целом зонная структура оказывается периодической

в магнитной зоне Бриллюэна.

Для обсуждения топологических свойств удобно,

используя периодичность волновой функции по k,

представить дисперсионную кривую как линию на

цилиндре [5], т.е. в пространстве S1 × E1, где S1 и

E1 – стандартные единичная окружность и единич-

ный интервал. Простая дисперсионная кривая (пери-

одическая в магнитной зоне Бриллюэна) гомеоморф-

на S1. Кривая же, которая показана жирной лини-

ей на рис. 2, охватывает цилиндр Nm раз [5]. Она

Рис. 2. (Цветной онлайн) Зонная структура одномер-
ной модели при h0 = 0.25. Нижняя ветвь выделена
жирной линией. Состояния с преимущественной про-
екцией спина вдоль оси zs и в противоположном на-
правлении выделены красным и синим цветом, а сме-
шанные спиновые состояния (|〈σ̂z〉| < 1/2) – зеленым

имеет самопересечения. Однако, если рассматривать

дисперсионную кривую как замкнутую линию в пол-

ном пространстве состояний, например, S1 × Sn, где

n > 1 – число независимых вещественных парамет-

ров (см. дополнительные материалы), то самопере-

сечения будут отсутствовать, поскольку собственные

вектора гамильтониана (7) при заданном k должны

быть ортогональны, т.е. они не могут иметь одинако-

вые наборы параметров. С точки зрения топологии

получившаяся замкнутая линия является узлом.

Фундаментальная группа пространства состоя-

ний π1(S
1 × Sn) легко вычисляется (здесь и далее

мы опускаем начальную точку пути в обозначении

группы, поскольку она не существенна), поскольку

фундаментальная группа произведения пространств

является прямым произведением групп, соответству-

ющим этим пространствам, а π1(S
n) при n > 1 –

единичная группа: π1(S
1×Sn) ∼ π1(S

1). Таким обра-

зом, мы получили фундаментальную группу цилин-

дра π1(S
1) [22], и все возможные замкнутые линии

(пути) в пространстве состояний можно разделить

на классы в соответствии с полным числом витков

Nm (знак определяет направление обхода цилиндра).

Эти классы очевидно гомотопически не эквивалент-

ны, т.е. не существует непрерывных преобразований

пути из одного класса в путь другого класса. Это

означает, что в пространстве состояний S1×Sn узел,

соответствующий жирной линии на рис. 2, является

топологически нетривиальным, а Nm = 3 – тополо-

гический инвариант.
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Теперь можно оценить устойчивость топологиче-

ской структуры. Вид исходной дисперсии электро-

нов в модели без магнитного поля не влияет на то-

пологию зонной структуры. Например, можно срав-

нить результаты, полученные выше, с моделью почти

невзаимодействующих электронов [4, 5]. Если нало-

жить однородное магнитное поле перпендикулярно

спиновой плоскости, т.е. вдоль оси zs, то условия тео-

ремы 2 работы [5] будет нарушено, и, следовательно,

спиновая симметрия и псевдо-крамерсовское вырож-

дение исчезнут. С другой стороны, аргументы, кото-

рые были использованы для описания топологиче-

ской структуры, сохраняются: по-прежнему выпол-

няется обобщенная теорема Блоха для сдвига с по-

воротом спинов. Таким образом, нетривиальная то-

пология зонной структуры в этом случае сохранит-

ся (см. дополнительные материалы). Если наложить

магнитное поле в спиновой плоскости, то симметрия

относительно сдвига с поворотом спинов нарушает-

ся, и топология зон становится тривиальной.

4. Двумерная модель сильной связи на гек-

сагональной решетке. Формально двумерная мо-

дель геликоидальной структуры описывается тем же

гамильтонианом (7), что и одномерная модель, толь-

ко ближайшие соседи и магнитные подрешетки опре-

деляются теперь, как показано на рис. 1b. Поэто-

му приведение гамильтониана к диагональному виду

выполняется аналогичным образом.

Зонная структура двумерной модели в магнитной

зоне Бриллюэна показана на рис. 3. Дисперсионные

поверхности состоят из двух групп по три листа. Рас-

смотрим нижнюю группу на рис. 3. Каждый из от-

дельных листов в группе непериодичен в магнитной

зоне Бриллюэна. Они переходят друг в друга на гра-

ницах зоны (см. дополнительные материалы).

Для исследования топологии поверхности удобно

перейти к ромбической магнитной зоне Бриллюэна.

Склейка противоположных сторон ромба приводит

нас к представлению зоны Бриллюэна на торе [2]

S1×S1 (см. рис. 4a). Полное пространство состояний

имеет вид S1 × S1 × Sn (n > 1).

Для выяснения топологии дисперсионной поверх-

ности построим ее фундаментальную группу [23, 24].

Рассмотрим сначала простую дисперсионную по-

верхность, которая периодична в магнитной зоне

Бриллюэна и гомеоморфна тору S1 × S1. На ри-

сунке 4a показана ее развертка. Поскольку в пре-

делах магнитной зоны Бриллюэна любой путь в k-

пространстве может быть стянут в точку, начальная

точка пути несущественна, и в дальнейшем мы все-

гда будем предполагать, что начальная и конечная

точка пути находятся в центре зоны. Если путь пе-

Рис. 3. (Цветной онлайн) Зонная структура двумерной
модели сильной связи. Cпиновые состояния выделены
цветом аналогично рис. 2

Рис. 4. (Цветной онлайн) Топология зонной структуры
в двумерной модели: (a) – замкнутые пути на простой
дисперсионной поверхности на плоской развертке и на
торе; (b) – замкнутые пути для трехлистовой поверх-
ности, где цветом показаны неэквивалентные листы.
Пунктирные линии – границы ромбической зоне Брил-
люэна

ресекает одну вертикальную (наклонную) или одну

горизонтальную границу, то это будет элементарный

ненулевой путь (который нельзя стянуть в точку) P

или Q соответственно. Они охватывают тор одним из

двух способов, как показано на рис. 4a. Тогда произ-

вольный путь можно представить в виде произведе-

ния PnQm, где n и m – произвольные целые числа,

что и определяет фундаментальную группу тора [22].

Перейдем теперь к изучению многолистовой дис-

персионной поверхности. С точки зрения топологии,

она является накрывающим пространством по отно-

шению к простой поверхности. На рисунке 4b три

листа двумерной модели, рассмотренной выше, пока-

заны на развертке различными цветами. Видно, что

пути P или Q не являются замкнутыми, поскольку

начальная и конечная точки лежат на различных ли-

стах. Замкнутыми путями будут являться, например,

пути PQ, P 2Q−1, P 3 и Q3. Однако после переобозна-

чения A = PQ, B = P 2Q−1 оказывается, что любой
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замкнутый путь может быть представлен как AnBm,

т.е. группа путей многолистовой дисперсионной по-

верхности опять изоморфна группе тора. Интересно

отметить, что, если использовать пути A и B для

построения элементарной ячейки в k-пространстве

мы получим кристаллографическую зону Бриллю-

эна (точечные линии на рис. 4b).

Фундаментальная группа всего пространства со-

стояний определяется аналогично одномерной моде-

ли и может быть сведена к фундаментальной группе

тора π1(S
1 × S1 × Sn) ∼ π1(S

1 × S1). Как видно из

рассуждений выше, оба вида дисперсионных поверх-

ностей – это вложения тора в пространство состоя-

ний S1 × S1 ×Sn. Однако на простой дисперсионной

поверхности существуют замкнутые пути P или Q, а

для многолистовой поверхности они отсутствуют. Из

этого следует, что эти вложения (поверхности) неизо-

топны друг другу, т.е. не существует непрерывной де-

формации пространства (гомотопии), связывающей

их друг с другом [24, 25]. Таким образом, много-

листовая поверхность топологически неэквивалент-

на простой дисперсионной поверхности, и топологи-

ческим инвариантом здесь выступает число листов

накрытия (Nm = 3), которое равно отношению пло-

щади кристаллографической и магнитной зон Брил-

люэна. Так же, как и в одномерной модели, зонная

структура становится тривиальной при приложении

однородного магнитного поля в плоскости геликоида

(см. дополнительные материалы).

5. Обсуждение и заключение. В теории то-

пологических изоляторов изучается структура век-

торного поля Akσ на компактной поверхности, на-

пример, на торе для двумерных систем. В настоящей

работе мы показываем, что эти поверхности сами по

себе могут быть топологически неэквиваленты, что

приводит к новому классу топологических зонных

структур. Вопрос о их связи с традиционной класси-

фикацией [3] заслуживает отдельного исследования.

Ранее отмечалось, что в одно- и двумерной струк-

турах с геликоидальным магнитным полем могут

возникнуть особенностям транспортных свойств [4,

15]. В частности, если в одномерной модели уро-

вень Ферми располагается в области между горизон-

тальными пунктирными линиями на рис. 2, то рассе-

яние назад без переворота спина будет запрещено.

В двумерной модели, если уровень Ферми (штрих-

пунктирная линия) лежит между горизонтальны-

ми линиями, рассеяние назад без переворота спина

и электрон-фононное рассеяние с перебросом будут

сильно подавлены [4]. Отметим, что зонная структу-

ра, отвечающая обоим случаям возможна только для

нетривиальной топологии зон. Например, в верхней

части диапазонов, ограниченных горизонтальными

линиями на рис. 2 и 3, единственная ветвь пересека-

ет уровень Ферми, но при этом она имеет различные

спиновые состояния на противоположных границах

зоны Бриллюэна, а поверхность Ферми имеет спи-

новую текстуру [15, 5]. При выходе уровня из это-

го диапазона, межзонное рассеяние маскирует эф-

фекты подавления рассеяния. Отметим, что зонная

структура PdCrO2 как раз соответствует двумерной

модели с подавлением рассеяния: в нем единственная

зона пересекает уровень Ферми.
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