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Определение параметров системы и полного состояния потока на основе ограниченных измерений
скорости может быть чрезмерно трудоемким при использовании классических алгоритмов ассимиля-
ции данных. В этой работе мы применяем алгоритмы машинного обучения для решения этой пробле-
мы. В качестве примера мы рассматриваем умеренно турбулентное течение жидкости, возбуждаемое
стационарной силой и описываемое двумерным уравнением Навье–Стокса с линейным трением о дно.
Основываясь на плотных во времени, разреженных в пространстве и, вероятно, зашумленных данных о
скорости, мы с высоким пространственным разрешением реконструируем поле скорости, восстанавлива-
ем давление и внешнюю силу с точностью до гармонической функции и ее градиента, соответственно, а
также определяем неизвестные вязкость жидкости и коэффициент трения о дно. Валидация метода про-
изводится путем анализа среднеквадратичных ошибок реконструкций и их энергетических спектров. Мы
исследуем зависимость этих метрик от степени разреженности и зашумленности исходных измерений
скорости. Наш подход основан на обучении физически-информированных нейронных сетей путем ми-
нимизации функции потерь, которая штрафует за отклонение от предоставленных данных и нарушение
физических уравнений. Предлагаемый алгоритм извлекает дополнительную информацию из измерений
скорости, потенциально расширяя возможности методов PIV/PTV.
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1. Введение. Экспериментальные исследования

течений жидкости предполагают измерение их

характеристик. Собранные данные могут обладать

низким пространственно-временным разрешением

или быть искажены измерительным шумом. Иногда

величина, представляющая интерес, не может быть

измерена напрямую, и ее приходится реконстру-

ировать на основе других измерений (например,

давление можно определить по известному полю

скорости [1]). Различные методы ассимиляции

данных, основанные на сопряженных и ансамбле-

вых вариациях, решают эти задачи, объединяя

экспериментальные данные с численным моделиро-

ванием [2, 3]. Основная идея состоит в том, чтобы

найти состояние потока, которое удовлетворяет

уравнению Навье–Стокса и минимизирует отклоне-

ние от наблюдений. Фундаментальный недостаток

такого подхода заключается в вычислительной

сложности, необходимой для проведения множества

численных симуляций с различными начальными
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условиями и неизвестными параметрами системы,

которые подбираются в процессе оптимизации. Как

только они найдены, связанная с ними эволюция

течения дает доступ к полному состоянию системы

и с намного большим разрешением, чем исходные

данные.

Недавно был предложен альтернативный под-

ход, в котором численный солвер заменяется на

физически-информированную нейронную сеть (англ.

PINN (Physics-Informed Neural Network)) [4]. Рекон-

струкция течения также рассматривается как зада-

ча минимизации. Нейронная сеть получает на вход

координаты и момент времени, а на выходе возвра-

щает величины, характеризующие состояние тече-

ния. Функция потерь штрафует за отклонение от

имеющихся данных и нарушение основных уравне-

ний. Подчеркнем, что теперь основные уравнения не

соблюдаются строго, вместо этого соответствующий

дисбаланс используется в качестве штрафа в зада-

че оптимизации. Главными преимуществами такого

подхода являются относительная простота реализа-

ции и лучшая применимость для плохо определен-
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ных задач. В частности, PINN могут использовать-

ся в областях с неизвестными граничными услови-

ями [5], тогда как численное моделирование в этом

случае невозможно.

Детальное сравнение обоих методов было про-

ведено в работе [6], где было показано, что PINN,

как правило, менее точны для разреженных данных.

Однако в будущем ситуация может измениться, по-

скольку PINN – это относительно новая технология,

которая в настоящее время активно совершенству-

ется. Примеры применения этого метода ко все бо-

лее сложным конфигурациям течений можно найти

в недавних обзорах [7–9].

В этой работе мы применяем PINN к кон-

кретному примеру двумерной турбулентности,

мотивированному экспериментальными исследо-

ваниями [10–13]. Мы полагаем, что проводимые

измерения позволяют определить скорость жидко-

сти в некоторых точках пространства и времени. Эти

данные, например, могут быть получены с помощью

методов PIV/PTV (англ. Particle Image/Tracking

Velocimetry), которые отслеживают положения

частиц, помещенных в поток жидкости, в последо-

вательные моменты времени для определения поля

скорости. Собранные данные предполагаются плот-

ными во времени, но могут быть разреженными в

пространстве и содержать ошибки измерений. Плот-

ность во времени означает, что методы PIV/PTV

позволяют измерять мгновенную скорость потока с

разумной точностью. Разреженность в пространстве

подразумевает, что мы хотим разрешать масшта-

бы, которые малы по сравнению с характерным

расстоянием между точками измерений. Методы

ассимиляции данных, которые мы обсуждаем,

связывают последовательные моменты времени,

воспроизводя динамику, определяемую уравнени-

ем Навье–Стокса. Это позволяет комбинировать

информацию о поле скорости из разных моментов

времени, повышая точность и пространственное

разрешение возможных реконструкций.

Наша цель – улучшить экспериментальные дан-

ные за счет повышения их пространственного раз-

решения и определения характеристик потока и па-

раметров системы, которые не были измерены на-

прямую. В частности, мы хотим реконструировать

пространственно плотные поля скорости и давления,

определить внешнюю силу, а также неизвестную вяз-

кость жидкости и коэффициент трения о дно, осно-

вываясь только на измерениях скорости. Знание этих

дополнительных величин позволит нам лучше опи-

сать и охарактеризовать свойства рассматриваемой

системы. Настоящее исследование дополняет недав-

ние работы [14–17], анализируя другую конфигура-

цию потока.

Проведенный анализ показывает, что разрежен-

ных (150 векторов на изображение), но точных изме-

рений скорости достаточно для реконструкции плот-

ного (65536 векторов на изображение) поля скорости

с относительной среднеквадратичной ошибкой около

0.2% и столь же плотных полей давления и внешней

силы с точностью в несколько раз хуже для типич-

ных экспериментальных условий. Вязкость жидко-

сти и трение о дно восстанавливаются с относитель-

ной ошибкой в несколько процентов. Разработанный

метод устойчив к небольшому шуму (≤ 1%) в исход-

ных данных для скорости и даже способен исправ-

лять ошибки измерений, основываясь на том факте,

что восстановленные величины должны удовлетво-

рять уравнению Навье–Стокса и условиям несжи-

маемости. По мере увеличения уровня шума в ис-

ходных данных точность восстановления снижается.

Мы также анализируем изменение точности рекон-

струкций в зависимости от плотности измерений ско-

рости. Анализ энергетических спектров показывает,

что малые масштабы восстанавливаются хуже всего,

особенно при зашумленных измерениях.

2. Основные уравнения. Мы рассматриваем

двумерное течение несжимаемой ∇ · v = 0 жидкости,

описываемое уравнением Навье–Стокса:

∂tv + (v · ∇)v = −∇p− αv + ν∇2
v + f , (1)

где v – двумерное поле скорости, p – давление, α –

трение о дно и ν – кинематическая вязкость. Внеш-

няя сила f предполагается стационарной во времени.

Нас интересует умеренно турбулентный режим, для

которого нелинейное слагаемое в уравнении Навье–

Стокса играет существенную роль. Наблюдение за

течением происходит в некоторой области с откры-

тыми границами, и для его изучения мы измеряем

поле скорости. У нас нет никакой информации о по-

ле давления и внешней силе, за исключением того,

что последняя постоянна во времени.

Важно понимать, что в такой постановке задачи

давление и внешняя сила не могут быть четко раз-

делены. Действительно, проводя разложение Гельм-

гольца, внешнюю силу можно представить как сум-

му градиентного и соленоидального полей. Гради-

ентный вклад может быть включен в определение

давления, и тогда, без потери общности, внешнюю

силу в уравнении (1) можно считать соленоидаль-

ной, т.е. ∇ · f = 0. Однако, даже принимая во вни-

мание это условие, разделение давления и внешней

силы все равно не является однозначным. Эти ве-

личины определены с точностью до преобразований
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p(r, t) → p(r, t) + h(r) + c(t), f(r) → f(r) + ∇h(r),

где h(r) – гармоническая функция ∇2h(r) = 0 в зоне

наблюдений, а c(t) – произвольная функция, не зави-

сящая от пространственных координат. Однозначное

определение h(r) и c(t) невозможно без знания гра-

ничных условий для давления и внешней силы на

краях наблюдаемой области. Отметим, что h(r) не

зависит от времени, поскольку предполагается, что

внешняя сила статична.

Вышеизложенное следует иметь в виду при опре-

делении точности работы алгоритма. В дальнейшем,

чтобы характеризовать ошибки восстановления поля

давления и внешней силы, мы будем сравнивать зна-

чения их лапласиана ∇2p и ротора φ = ∂xfy − ∂yfx,

соответственно. Знание динамики поля скорости поз-

воляет нам однозначно определить эти величины.

3. Генерация данных. Данные для этого

исследования получены численным интегри-

рованием уравнения (1) при помощи пакета

GeophysicalFlows.jl [18], который ранее успешно

применялся для моделирования двумерной тур-

булентности [19–21]. Код может быть исполнен

на графических процессорах, что обеспечивает

высокую производительность. Ошибки совмещения

гармоник устраняются при помощи правила двух

третей. Моделирование проводится в дважды пе-

риодической области размером 2π × 2π. Измерения

скорости осуществляются в области наблюдений,

которая меньше и имеет размер L × L, где L = π,

см. рис. 1a. Поскольку граничные условия на краях

зоны наблюдений неизвестны, применение методов

ассимиляции данных, основанных на сопряженных

и ансамблевых вариациях, затруднено.

Рис. 1. (Цветной онлайн) (a) – Поле завихренности и
(b) – энергетический спектр в статистически стацио-
нарном состоянии. Затененная область соответствует
зоне наблюдений

Параметры системы ν = 0.01 и α = 0.1 выбраны в

согласии с экспериментом [11]. Внешняя сила имеет

вид Колмогорова:

fx = f0 sin(kfy), fy = 0, (2)

где f0 = 10 и kf = 5. Начальное условие может быть

произвольным, поскольку после переходного процес-

са течение достигает статистически-стационарного

состояния. В этом режиме мы сохраняем данные с

шагом ∆t = 0.02 на протяжении T = 4, что со-

ответствует нескольким оборотам флуктуаций тече-

ния. Такая частота записи данных моделирует за-

пись видео с частотой 50 кадров в секунду в лабо-

раторном эксперименте. Пространственное разреше-

ние прямого численного моделирования (англ. DNS

(Direct Numerical Simulation)) составляет 5122 точек

для всей расчетной области и 2562 для зоны наблю-

дений.

Рисунок 1a показывает поле завихренности ω =

= ∂xvy − ∂yvx в статистически-стационарном состо-

янии. Течение хаотично и не содержит явного от-

печатка внешней силы. Поскольку в задаче присут-

ствуют два механизма диссипации (вязкость и тре-

ние о дно), то состояние системы можно описать дву-

мя безразмерными параметрами [22]: числом Рей-

нольдса Re = UL/ν ≈ 1.3× 103 и Rh = U/(αL) ≈ 13,

где мы воспользовались среднеквадратичной скоро-

стью потока U ≈ 4.1 и размером области наблюдений

L = π. Энергетический спектр показан на рис. 1b. Он

демонстрирует, что течение в основном определяется

модами с волновыми векторами k . kf .

Для имитации измерений скорости мы случай-

ным образом выбираем Ndata точек {rdn, t
d
n}

Ndata

n=1 в

пространственно-временной (256×256×200) области

наблюдений. Мы рассматриваем случай, когда сред-

нее расстояние между точками измерений для одного

момента времени сравнимо с масштабом внешней си-

лы или превышает его. Оказывается, что настолько

разреженных данных достаточно для реконструкции

полей и определения параметров системы с хорошей

точностью. В экспериментах, на которые мы опира-

емся, пространственное разрешение измерений ско-

рости обычно гораздо выше. В такой ситуации име-

ет смысл проредить измеренное поле скоростей, вы-

бирая случайным образом небольшое число точек,

что значительно ускоряет реконструкцию. Основная

цель в данном случае – определить параметры систе-

мы и величины, которые не могут быть измерены на-

прямую. Если экспериментальные данные изначаль-

но разрежены в пространстве, то расположение то-

чек измерений в близкие моменты времени может

иметь некоторую пространственную корреляцию, ко-

торую мы не учитываем в нашей модели измерений.

Влияние таких корреляций на точность реконструк-

ции требует дальнейшего исследования и выходит за

рамки данной работы.

Измеренная скорость v
d(rdn, t

d
n) может отличать-

ся от DNS данных v(rdn, t
d
n) из-за экспериментальных

ошибок. Мы моделируем этот шум как
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v
d =

(

1 + η1 0

0 1 + η2

)

v, (3)

где ηi ∼ N (0, ε2) – независимые нормально распре-

деленные случайные величины, а стандартное откло-

нение ε контролирует интенсивность шума. Идеаль-

ные данные соответствуют ε = 0. Заметим, что та-

кой простой подход учитывает только ошибки в опре-

делении амплитуды скорости и игнорирует ошибки,

связанные с определением положения вектора скоро-

сти в пространстве.

В большинстве примеров ниже мы используем

Ndata = 3×104, если явно не указано другое значение.

В среднем это соответствует 150 точкам измерений

на снимок в сравнении с 65536 точками при полном

разрешении. Собранные данные v
d(rdn, t

d
n) использу-

ются для последующей реконструкции течения и па-

раметров системы с помощью PINN.

4. Физически-информированная нейронная

сеть. В этом разделе мы подробно описываем ме-

тод PINN, применяемый в исследовании. Мы одно-

временно обучаем две независимые нейронные сети,

см. рис. 2a. Первая нейронная сеть аппроксимирует

поля скорости и давления в некоторой точке про-

странства и времени. У этой сети есть три входных и

три выходных нейрона, (v̂x, v̂y, p̂) = Fθ1
(x, y, t). Вто-

рая нейронная сеть предназначена для предсказания

внешней силы и имеет по два нейрона на входе и вы-

ходе, (f̂x, f̂y) = Gθ2
(x, y). Векторами θ1 и θ2 обозна-

чены обучаемые параметры сетей. Кроме того, мы

будем предполагать, что трение о дно и кинемати-

ческая вязкость жидкости нам неизвестны. Так как

эти величины положительны, удобно представить их

в виде α̂ = eλ1 и ν̂ = eλ2 . Скалярные параметры λ1 и

λ2 будут корректироваться во время обучения PINN

вместе с θ1 и θ2.

Рис. 2. (Цветной онлайн) (a) – Схемы нейронных сетей
и (b) – используемая ResNet архитектура

Нейронные сети должны быть достаточно слож-

ными, чтобы воспроизводить закономерности, харак-

терные для рассматриваемого турбулентного тече-

ния. Теорема универсальной аппроксимации гаран-

тирует, что это возможно [23, 24]. В оригинальной ра-

боте [4] авторы использовали полносвязную архитек-

туру нейронной сети, однако здесь мы реализовали

архитектуру типа ResNet [25] для обеих нейронных

сетей, поскольку мы обнаружили, что она работает

лучше в соответствии с результатами, представлен-

ными ранее [26]. Использованная нами архитектура

представлена на рис. 2b. Параметры Nl и Nn обозна-

чают количество скрытых слоев и нейронов в каж-

дом скрытом слое соответственно. Выход Yk слоя с

номером k определяется выражением

Y2j+1 = σ
(

Ŵ2j+1Y2j + b2j+1 +Y2j−1

)

, j ≥ 0,

Y2j = σ
(

Ŵ2jY2j−1 + b2j

)

, j ≥ 1, (4)

YNl+1 = ŴNl+1YNl
+ bNl+1,

где Y−1 ≡ 0 для удобства обозначений, Y0 соот-

ветствует входному слою, YNl+1 обозначает выход-

ной слой, Ŵ и b – это веса и смещения (обучае-

мые параметры сетей, которые образуют вектор θ),

а σ – это нелинейная активационная функция, при-

меняемая поэлементно. В качестве активационной

функции мы используем гиперболический тангенс,

поскольку такой выбор обеспечивает разумный ком-

промисс между временем обучения и результирую-

щей точностью [15].

В общем случае увеличение размера нейронной

сети может уменьшить ошибку предсказаний, если

ей предоставляется достаточно данных для обуче-

ния. Здесь мы фиксируем Nl = 7, Nn = 250 для

Fθ1
(r, t) и Nl = 5, Nn = 30 для Gθ2

(r). Отметим, что

Gθ2
(r) значительно проще, чем Fθ1

(r, t), поскольку

она не зависит от времени и внешняя сила обычно

не имеет сложной пространственной структуры.

Обучение нейронных сетей предполагает миними-

зацию функции потерь, состоящей из двух слагае-

мых. Первое слагаемое описывает отклонение между

прогнозируемой и измеренной скоростью:

Ldata =
1

NdataU2

Ndata
∑

n=1

|v̂(rdn, t
d
n)− v

d(rdn, t
d
n)|

2, (5)

где U2 =
∑

n v
2
d(r

d
n, t

d
n)/Ndata – это основанная на из-

мерениях оценка среднеквадратичной скорости по-

тока. Второе слагаемое в функции потерь учиты-

вает отклонение предсказаний от уравнения Навье–

Стокса и условий несжимаемости:

Leq =
1

Neq

Neq
∑

n=1

[

e
2
1(r

e
n, t

e
n) + e22(r

e
n, t

e
n) + e23(r

e
n)
]

, (6)

где {ren, t
e
n}

Neq

n=1 – это точки коллокации, в которых

анализируются отклонения и
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Рис. 3. (Цветной онлайн) Сравнение данных DNS и предсказаний PINN для модели, обученной на незашумленных
измерениях скорости. Количество точек данных и точек коллокации составляет Ndata = 3 × 10

4 и Neq = 9 × 10
4

соответственно

e1 =
(

∂tv̂ + (v̂ · ∇)v̂ +∇p̂+ eλ1 v̂ − eλ2∇2
v̂ − f̂

)

L/U2,

e2 = (∂xv̂x + ∂y v̂y)L/U,

e3 =
(

∂xf̂x + ∂y f̂y

)

L2/U2.

Вычисление правых частей подразумевает диффе-

ренцирование выходов нейронных сетей по входным

параметрам с использованием автоматического диф-

ференцирования [27]. Отметим, что число и рас-

положение точек коллокации не ограничены изме-

рениями и могут быть выбраны произвольно. Мы

фиксируем Neq = 9 × 104, причем часть этих то-

чек совпадает с точками измерений {rdn, t
d
n}

Ndata

n=1 , а

остальные генерируются случайным образом. Также

отметим, что вместо выполнения условий несжима-

емости, нейронные сети могут предсказывать функ-

ции тока [4, 28]. Однако в этом случае вычисление

слагаемых в уравнении Навье–Стокса предполага-

ет вычисление производных более высокого порядка,

что значительно замедляет процесс обучения.

Полная функция потерь определяется выраже-

нием

L = Ldata + βLeq , (7)

где β – это коэффициент, уравновешивающий оба

слагаемых. Его значение можно адаптивно изменять

в процессе обучения [29, 30], но мы используем более

простую стратегию, в которой этот параметр фикси-

рован. Эмпирически мы обнаружили, что β = 0.02

хорошо подходит для задач рассматриваемого типа.

Минимизация функции потерь (7) выполняет-

ся градиентным оптимизатором, который находит

оптимальные параметры сети {θ1, θ2} и парамет-

ры уравнений {λ1, λ2}. Сначала мы обучаем модель

на протяжении 105 эпох с помощью оптимизатора

Adam [31] со скоростью обучения µ = 10−3. Эпоха

означает один полный проход по набору данных. В

целях сокращения времени обучения мы реализова-

ли метод смешанной точности [32]. Затем мы при-

меняем оптимизатор L-BFGS-B [33], пока отличие

функции потерь между итерациями не достигнет ма-

шинной точности. Обучение производится на графи-

ческом процессоре NVIDIA A100. Код написан с ис-

пользованием PyTorch [34] и находится в открытом

доступе [35].

5. Результаты. Для количественной оценки

качества обученных моделей мы используем от-

носительные среднеквадратичные ошибки (англ.

RRMSE (Relative Root-Mean-Square Errors)), ко-

торые подразумевают усреднение по области

наблюдений || . . . ||2 =
√

1
L2

∫

d2r| . . . |2 и по времени

〈. . . 〉T = 1
T

∫ T

0
dt . . .
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Рис. 4. (Цветной онлайн) Зависимость относительных среднеквадратичных ошибок реконструкций PINN от количе-
ства Ndata данных, использованных для обучения. Пунктирные линии добавлены для сравнения и указаны их на-
клоны. Закрашенные области соответствуют стандартным отклонениям, которые были оценены путем обучения пяти
независимых моделей PINN для каждого значения Ndata

δQ =

〈

||Q̂ −Q||2
||Q||2

〉

T

, (8)

где Q̂ обозначает интересующую нас физическую ве-

личину, предсказанную PINN, а Q – ее точное значе-

ние из DNS. Мы анализируем, насколько хорошо ре-

конструируются скорость, давление, внешняя сила,

коэффициент трения о дно и вязкость жидкости. Од-

нако, как обсуждалось ранее в разделе 2, давление и

внешняя сила не могут быть однозначно определены

по измерениям поля скорости. Поэтому, чтобы опре-

делить точность реконструкции этих полей, мы ана-

лизируем ошибки в определении лапласиана давле-

ния ∇2p и ротора внешней силы φ = ∂xfy−∂yfx. Кро-

ме того, чтобы протестировать статистические свой-

ства предсказанного поля скорости, мы сравниваем

энергетические спектры эталонного и реконструиро-

ванного течений.

Влияние плотности исходных данных. Сначала

мы обучили модели PINN на данных без шума. Мы

зафиксировали число Neq = 9×104 точек для провер-

ки уравнений и варьировали число Ndata точек изме-

рений в диапазоне от 3×102 до 9×104 для исследова-

ния зависимости точности предсказаний от плотно-

сти входных данных. Оказалось, что реконструкции,

основанные на входных данных с Ndata ≥ 104, имеют

высокую точность. На рис. 3 мы сравниваем данные

DNS с предсказаниями нейронных сетей в зоне на-

блюдений в некоторый момент времени для модели

PINN, обученной на Ndata = 3× 104 измерениях ско-

рости. Результаты оказываются очень близкими, а

различия в основном локализованы на малых мас-

штабах.

На рисунке 4 представлены RRMSE для поля ско-

рости, лапласиана давления, ротора внешней силы,

трения о дно и вязкости жидкости. По мере увеличе-

ния Ndata ошибки сначала быстро уменьшаются по

степенному закону (Ndata ≤ 104), а затем зависимо-

сти плавно выходят на насыщение (Ndata ≥ 104). По-

добное поведение наблюдалось ранее для более про-

стой задачи реконструкции двумерных затухающих

вихрей Тейлора [15]. Ошибка реконструкции поля

скорости составляет менее 0.5% для Ndata ≥ 104, в

то время как для других величин ошибки примерно

на порядок больше. Такое поведение объясняется от-

сутствием измерений для этих величин, поэтому мо-

дель восстанавливает их исключительно из анализа

физических уравнений.

На рисунке 5 мы сравниваем энергетические

спектры течения с его реконструкцией PINN для

анализа статистических свойств поля скорости.

Поскольку область наблюдений не является перио-

дической, при построении спектров мы использовали

оконную функцию Ханна. По этой причине спектр

DNS несколько отличается от представленного ранее

на рис. 2b. Энергетические спектры поля скорости

хорошо воспроизводятся для Ndata ≥ 103. Заметные

отличия наблюдаются только для более разрежен-

ных данных, и они в основном локализованы на

малых масштабах с k ≫ kf .

Рис. 5. (Цветной онлайн) Энергетические спектры для
данных DNS и моделей PINN, обученных с различным
количеством Ndata точек измерений

Влияние измерительного шума. Теперь мы фик-

сируем Ndata = 3× 104 и повторяем обучение, но мо-

дели получают на вход зашумленные измерения ско-

рости. В таблице 1 приведены зависимости средних

значений и стандартных отклонений ошибок пред-

сказаний от уровня шума, полученные усреднением
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Таблица 1. Зависимость средних значений и стандартных отклонений ошибок предсказаний PINN от уровня шума ε

ε δv,% δ∇2p,% δφ,% δα,% δν ,% δp−〈p〉T
,%

0 0.22± 0.01 4.0± 0.2 1.6± 0.3 3.9± 0.5 1.5± 0.1 0.58 ± 0.03

0.005 0.28± 0.01 4.7± 0.1 1.7± 0.4 3.1± 0.9 1.2± 0.2 0.86 ± 0.03

0.01 0.50± 0.03 10.1± 1.8 2.0± 0.4 2.2± 1.8 0.7± 0.5 1.7± 0.1

0.02 2.39± 0.06 157 ± 9 5.4± 0.8 41.4± 4.4 12.3± 0.9 7.7± 0.3

0.05 5.84± 0.28 478 ± 43 13.0± 2.7 188 ± 26 56.1± 2.0 17.3± 1.0

по десяти моделям PINN в каждом случае. Разра-

ботанный алгоритм оказывается устойчивым к ма-

лому шуму (ε ≤ 0.01) во входных данных. Более

того, ошибки для восстановленной скорости в этом

случае меньше, чем уровень шума. Таким образом,

алгоритм PINN способен корректировать небольшие

ошибки измерений, основываясь на том, что поле

скорости должно удовлетворять уравнению Навье–

Стокса и условию несжимаемости.

Рис. 6. (Цветной онлайн) Энергетические спектры для
данных DNS и моделей PINN, обученных с различным
уровнем шума в исходных данных

По мере увеличения интенсивности шума (ε ≥
≥ 0.02) эффективность обученных моделей посте-

пенно снижается. Поскольку для турбулентного по-

тока диссипативные слагаемые вносят относительно

небольшой вклад в уравнение Навье–Стокса, модель

быстро теряет способность предсказывать коэффи-

циент трения о дно α и вязкость жидкости ν. В то же

время точность определения поля скорости и внеш-

ней силы остается сопоставимой с уровнем шума.

Ошибки в предсказании лапласиана давления до-

стигают огромных значений, но в первую очередь это

связано с особенностями введенной метрики, а са-

мо давление реконструируется достаточно хорошо.

Наличие шума в исходных данных приводит к мел-

комасштабным ошибкам, которые усиливаются при

вычислении пространственных производных второ-

го порядка. Аналогичные рассуждения применимы

и к ошибкам предсказания ротора внешней силы,

но в меньшей степени, поскольку в данном случае

вычисляются только производные первого порядка.

На рисунке 6 представлено сравнение энергетиче-

ских спектров для эталонного и реконструирован-

ного течений, что подтверждает наличие мелкомас-

штабных ошибок в предсказанных полях скорости.

Рис. 7. (Цветной онлайн) Сравнение модифицирован-
ного давления p−〈p〉T для данных DNS и модели PINN,
обученной на входных данных с уровнем шума ε = 0.05

Для оценки точности реконструкции поля давле-

ния более прямым образом, мы вводим в рассмотре-

ние модифицированное давление p−〈p〉T . Вычитание

среднего по времени значения позволяет устранить

неоднозначность в определении давления, связанную

с произвольной гармонической функцией h(r), см.

подробности в разделе 2. Модифицированное давле-

ние определяется с точностью до произвольной кон-

станты, поэтому при сравнении этих полей мы так-

же вычитаем из них средние по пространству зна-

чения. Полученные результаты показаны на рис. 7,

где мы сравниваем модифицированные давления в

некоторый момент времени для данных DNS и мо-

дели PINN, обученной на поле скорости с уровнем

шума ε = 0.05. Несмотря на заметные различия, мо-

дифицированные давления в целом похожи друг на

друга. Соответствующие RRMSE для всех уровней

шума приведены в последнем столбце табл. 1, и они

значительно меньше, чем ошибки в реконструкции

лапласиана давления.

Заключение. Мы показали, что алгоритм PINN

может объединять плотные во времени, простран-

ственно разреженные и, возможно, зашумленные из-

мерения скорости с точной физической моделью яв-
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ления для извлечения дополнительной информации

из обычных экспериментальных данных. Разрабо-

танная методика может быть применена поверх экс-

периментальных измерений методами PIV/PTV, по-

тенциально расширяя их возможности. В частно-

сти, мы исследовали двумерное турбулентное тече-

ние жидкости, вызываемое внешней силой, и проде-

монстрировали, что предложенный подход позволя-

ет восстанавливать пространственно плотные поля

скорости и давления, определять внешнюю силу, а

также неизвестные вязкость жидкости и коэффици-

ент трения о дно. Способность восстанавливать пол-

ное состояние системы по ограниченным измерени-

ям также может найти применение в задачах сжатия

экспериментальных данных.

Предложенная методика основана на обучении

физически-информированных нейронных сетей пу-

тем минимизации функции потерь, которая штра-

фует за отклонения от предоставленных данных и

нарушения физических уравнений. Несмотря на на-

ше стремление выбрать оптимальную архитектуру

нейронных сетей и конфигурацию гиперпараметров,

тщательное изучение этого вопроса выходит за рам-

ки данной работы. Мы ожидаем, что внедрение бо-

лее продвинутых архитектур [36–39] может привести

к дальнейшему улучшению метода.

Реконструированные течения сравнивались с эта-

лонным путем анализа относительных среднеквадра-

тичных ошибок и энергетических спектров. В целом,

результаты показывают хорошую точность для при-

ложений сверхразрешения и определения неизвест-

ных параметров системы, а также демонстрируют

умеренную устойчивость к шуму во входных данных.

При низком уровне шума алгоритм может исправ-

лять ошибки в измерениях скорости на основе фи-

зических уравнений. Разработанная методика может

быть полезна для анализа течений в случае, когда

физическая модель явления хорошо построена.

Хотя в нашем исследовании использовались плот-

ные во времени измерения скорости, следует отме-

тить, что метод PINN может быть расширен и при-

менен к редким во времени измерениям. В этом слу-

чае интервал между последовательными изображе-

ниями пассивных частиц достаточно велик, и методы

PIV/PTV оказываются неэффективными для опре-

деления мгновенной скорости течения. Однако фи-

зическую модель явления можно дополнить уравне-

нием, описывающим перенос пассивных частиц, и за-

тем мы можем обучать PINN по экспериментальным

изображениям их пространственного распределения.

Примеры применения такой стратегии можно найти

в работе [40], и вместо пассивных частиц можно так-

же следить за полем температуры [41, 42]. Для тур-

булентных систем расстояние между последователь-

ными изображениями частиц не может превышать

ляпуновское время, но насколько близко можно по-

дойти к этому пределу – вопрос открытый.

Наконец, несмотря на то, что представленные ре-

зультаты выглядят многообещающими, в данном ис-

следовании не был рассмотрен ряд вопросов, важных

для практических приложений:

• В большинстве случаев физическая модель

описывает систему лишь приближенно. Напри-

мер, для течений в тонких слоях жидкости

уравнение (1) нарушается для мелкомасштаб-

ных мод, размер которых сравним с толщиной

слоя. Насколько чувствителен алгоритм PINN

к недостаткам физической модели?

• Рассматриваемый поток был пространственно

однородным. Будет ли алгоритм работать так-

же хорошо для существенно неоднородных си-

стем? Какие изменения для этого потребуются?

• Процедура, использованная для моделирова-

ния измерений скорости, не учитывает всех

особенностей экспериментальных измерений

PIV/PTV. Было бы полезно исследовать

возможности алгоритма, используя экспери-

ментальные данные, собранные в различных

условиях. Первые шаги в этом направлении

уже сделаны в работах [15–17].

• Как увеличение степени нелинейности пото-

ка повлияет на качество предсказаний? Ка-

кой объем данных потребуется для достиже-

ния желаемой точности реконструкции? Мож-

но ли подойти к проблеме теоретически и най-

ти фундаментальные ограничения на требуе-

мую пространственно-временную плотность ис-

ходных данных?

Мы надеемся, что будущие исследования позволят

решить эти проблемы и что найденные решения бу-

дут способствовать дальнейшему развитию PINN.
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