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Для электронов, распространяющихся по краевым состояниям двухмерного (2D) топологического
изолятора, мы изучаем рассеяние на краевых дефектах, неизбежно присутствующих в реалистичных
образцах 2D топологического изолятора, в присутствии внешнего однородного магнитного поля. Маг-
нитное поле нарушает симметрию обращения времени, разрушая топологическую защиту фермион-
ных состояний. Независимо от формы краевой деформации и величины магнитного поля, рассеяние
всегда является надбарьерным. В такой ситуации удобно воспользоваться квазиклассическим методом
Покровского–Халатникова. Для широких классов аналитических профилей деформации это позволяет
теоретически расчитать не только основной экспоненциальный вклад в амплитуду рассеяния, но и пред-
экспоненциальный множитель.
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1. Введение. Топологические изоляторы (ТИ) –

это новые состояния квантовой материи, которые не

могут быть адиабатически преобразованы в обычные

изоляторы и полупроводники. Они характеризуют-

ся полной диэлектрической щелью в объеме и бес-

щелевыми состояниями, защищенными симметрией

обращения времени (TR-симметрей), на краю или

поверхности. Возможные применения ТИ включают

маломощную электронику [1] и устойчивые к ошиб-

кам квантовые вычисления [2, 3]. Значительный ин-

терес научного сообщества к свойствам ТИ обуслов-

лен тем, что удается экспериментально наблюдать

транспорт в краевых состояниях (в квантовых ямах

HgTe) [4] и в поверхностных состояниях [5] (в кри-

сталлах Bi2Se3 [6]). В большинстве случаев образцы

2D и 3D ТИ представляют собой разные соединения

(исключением является HgTe [7]). Другие реализа-

ции одномерных топологически защищенных состо-

яний включают состояния на краях между поверхно-

стями трехмерного ТИ [8] и состояния, возникающие

в ступенчатых краях [9, 10].

Главная особенность краевых состояний в 2D ТИ

заключается в том, что из-за зацепления спина и
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импульса, рассеяние (всегда являющееся рассеянием

назад для краевых мод 2D ТИ) с неизбежностью со-

провождается переворотом спина квазичастицы. По-

этому в отсутствие магнитных примесей упругое рас-

сеяние краевых состояний строго запрещено. Тако-

во замечательное проявление TR-симметрии для та-

ких систем [11]. Важной особенностью всех ТИ яв-

ляется их сильное спин-орбитальное взаимодействие

(СОВ), [12, 13]. Следует отметить, что в работе [14]

уже исследовалось влияние инверсионной асиммет-

рии интерфейса на краевые состояния в таких систе-

мах в поперечном магнитном поле. Однако в ней со-

вершенно не учтены СОВ и влияние краевых дефор-

маций. В этой статье мы предлагаем модельный кра-

евой гамильтониан, описывающий влияние СОВ на

краевые дефекты. В нашем подходе краевой дефект

описывается профилем угла деформации (см. рис. 1).

Упругое рассеяние становится возможным при нали-

чии однородного магнитного поля, ортогонального

кромке.

В нашей работе мы построим теорию рассея-

ния в такой системе для широких классов профи-

лей деформации края. Особое внимание уделяется

аналитической структуре решений соответствующе-

го уравнения Дирака. Нами будут изучены два взаи-

модополняющих случая: квазиклассический режим,

соответствующий гладкой деформации края, а так-
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же режим теории возмущений по малому внешнему

магнитному полю. В тех ситуациях, когда параметры

задачи допускают применение обоих этих подходов,

мы убедимся в совпадении полученных ответов.

Наше исследование призвано пролить некоторый

свет на то, как TR-симметрия влияет на аналити-

ческие свойства амплитуды рассеяния. В отсутствие

магнитного поля удается найти точное решение для

любого профиля деформационного потенциала. Для

гладких профилей деформации используется метод

Покровского–Халатникова (П-Х) [15], позволяющий

получить аналитическое выражение для амплитуды

отражения с предэкспоненциальной точностью.

2. Модель. Мы предполагаем следующую фор-

му гамильтониана для электронов в двумерном ТИ:

Ĥ = H0 +Hso;

H0 = vF0p̂xσ̂y, Hso = ασ × p · ν,
(1)

где H0 – эффективный гамильтониан краевых со-

стояний, движущихся вдоль оси x (y = 0) [16] и

σ = (σx, σy , σz) – матрицы Паули, действующие в ба-

зисе спина 1/2.H0 следует из особой зонной структу-

ры, не зависящей от спин-орбитального взаимодей-

ствия, а vF0 представляет собой затравочную ско-

рость Ферми.

Спин-орбитальный гамильтониан Hso написан

стандартным образом для двумерного электронно-

го газа [17]; p – импульс электронов, ν – единичный

вектор, перпендикулярный поверхности (или грани-

це раздела в гетероструктуре), α – параметр Раш-

бы, зависящий от материала и внешнего электриче-

ское поля (затворного напряжения) [12, 13]. Послед-

нее вызывает расщепление энергетических зон из-за

спина электрона (расщепление Рашбы), что хорошо

видно в зонной структуре ТИ-материалов [18, 13].

Здесь важно отметить, как правильно следует

выбрать направление вектора нормали ν в уравне-

нии (1). В принципе, правильное направление мож-

но определить из исходного гамильтониана ТИ, ко-

торый мы здесь не приводим. Однако мы опираем-

ся на результаты статьи [18], где показано, что ско-

рость Ферми ТИ растет с уменьшением коэффици-

ента Рашбы α. Как мы увидим ниже, правильное на-

правление ν соответствует указанному на рис. 1.

Теперь рассмотрим деформацию края, представ-

ленную на рис. 1. Профиль изгиба образца в плоско-

сти yz определяется функцией φ(x). Это, в свою оче-

редь, приводит к модификации спин-орбитального

взаимодействия

Hso = −αp̂xσ̂y + Û(x);

Û(x) =
α

2
[p̂xφ(x) + φ(x)p̂x]σz

(2)

Рис. 1. (Цветной онлайн) Схематическая иллюстрация
геометрического дефекта края в образце 2D ТИ

для гладких и неглубоких деформаций (φ(x) ≪ 1).

Здесь мы ввели антикоммутатор для сохранения эр-

митовости исходного гамильтониана СОВ (1). Анти-

коммутатор необходим в силу того, что вектор нор-

мали ν теперь стал функцией координаты x. Первый

член в (2), −αp̂xσ̂y, как видно из исходного гамиль-

тониана (1), просто перенормирует скорость Ферми.

Последний член в (2) предполагается рассматри-

вать как потенциальный профиль упругого рассея-

ния задачи. В дальнейшем было бы удобно включить

в функцию профиля параметр α: ϕ = αφ.

Потенциальный профиль Û в (2) сам по себе не

приводит к рассеянию краевых состояний, посколь-

ку не нарушает TR-симметрию. Однако, как мы уви-

дим, в присутствии магнитного поля это не так. При-

ложим магнитное поле в направлении оси z (перпен-

дикулярно плоскости образца топологического изо-

лятора). Выберем следующую калибровку вектор-

потенциала: A = (Hy, 0, 0). Координата y в нашем

случае остается постоянной y = const, которую смело

можно положить равной нулю (альтернативно, для

постоянной y векторный потенциал можно убрать из

уравнения Дирака с помощью тривиального калиб-

ровочного преобразования). Таким образом, един-

ственным изменением эффективного гамильтониана

является добавление взаимодействия спина с магнит-

ным полем (зеемановское слагаемое):

Ĥ1D(x) = vF p̂xσy + µσz + Û(x), (3)

где vF = vF0−α – перенормированная скорость Фер-

ми, а µ = µBgH, g – g-фактор для краевых элек-

тронов [19]. Мы прикладываем поперечное магнит-

ное поле, ввиду того, что магнитное поле в плос-

кости не влияет на краевые состояния, поскольку

соответствующий член в гамильтониане можно ис-

ключить калибровочным преобразованием операто-

ров электронного поля [20].
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Следовательно, нам необходимо решить задачу

рассеяния для следующего уравнения Дирака:
[

vF p̂xσy + µσz + Û(x)
]

ψ(x) = εψ(x). (4)

Легко видеть, что даже в отсутствие деформацион-

ного потенциала Û(x) зеемановский член µσz откры-

вает щель в спектре краевого состояния ширины µ.

Поэтому состояния рассеяния всегда имеют энергию

больше µ и условие:

ε > µ (5)

предполагается всегда выполненным.

3. Методы. Уравнение Дирака (4) представляет

собой систему двух дифференциальных уравнений

первого порядка на дублет ψ = (ψ1, ψ2). Самым про-

стым и (неожиданно) удобным подходом к ее анали-

зу оказалось приведение системы (4) к дифференци-

альному уравнению 2-го порядка относительно един-

ственной функции ψ1:

2~2
(

ϕ2+1
)

αψ′′1+2i~
[

~
2
(

ϕ2+1
)

ϕ′′+ϕα (2µ−3i~ϕ′)
]

ψ′1

+

[

1

2
αβ(α − 2i~ϕ′) + 4ε~2ϕϕ′′

]

ψ1 = 0, (6)

ψ2 =
2~
(

ϕ2 + 1
)

ψ′1 − iψ1ϕβ(x)

α(x)
, (7)

где α(x) = 2(µ+ ε)− i~ϕ′, β(x) = 2(µ− ε) + i~ϕ′.
Вывод (6) прост, промежуточные формулы для

удобства читателя мы приводим в разделе А (см. до-

полнительные материалы). В дальнейшем мы будем

называть это уравнение уравнением Дирака. Диф-

ференциальное уравнение (6) не может быть реше-

но точно. Мы проанализируем его в двух различных

подходах:

(i) квазиклассический метод, отвечающий плав-

ной деформации ϕ(x) ребра;

(ii) теория возмущений по напряженности маг-

нитного поля (зеемановской энергии) µ. Затем мы

покажем, как эти два подхода прекрасно сшивают-

ся.

3.1. Квазиклассическое приближение. Исследова-

ние уравнения 4 в квазиклассической парадигме тре-

бует указания малого параметра задачи. Физически,

квазиклассический подход предполагает гладкость

потенциальной системы.

В нашем случае роль потенциала играет профиль

краевой деформации ϕ(x). Соответствующий мас-

штаб изменения потенциала обозначим a. Следова-

тельно, гладкость потенциала означает, что деброй-

левская длина волны ~vF /ε намного меньше a:

λ

a
≡ ~vF

εa
≪ 1 (semiclassical approximation). (8)

Как мы увидим в дальнейшем анализе, структура

квазиклассического рассеяния в задаче такова, что

ввиду условия (5) квазиклассический импульс ни-

когда не обращается в нуль на вещественной оси,

что делает рассеяние всегда надбарьерным событи-

ем. Наиболее адекватным подходом к решению за-

дачи о надбарьерном отражениии является метод П-

Х [15]. Далее для удобства мы будем использовать

естественные единицы ~ = vF = 1, восстанавливая

их там, где это необходимо.

3.2. Метод П-Х. Идею метода можно сформули-

ровать следующей последовательностью шагов (см.

также изящную работу М. Берри [21]):

(i) Выполнить аналитическое продолжение

квазиклассического решения в комплексную плос-

кость по так называемой антистоксовой линии

Im
∫ z

z0
k(z) dz = 0, где k(z) – квазиклассический

импульс, а z0 – точка поворота в комплексной

плоскости.

(ii) Построить точное решение уравнения Шре-

дингера в окрестности точки поворота z0 (где им-

пульс k(z) можно разложить в ряд Тейлора, сильно

упростив, таким образом, исходное уравнение).

(iii) Найти асимптотику точного решения на ан-

тистоксовых линиях, идущих вправо и влево от точ-

ки поворота.

(iv) Предполагая, что существует непустое пере-

сечение области применимости асимптотик точного

решения и квазиклассического решения (заштрихо-

ванная область на рис. 2), сшить их на антистоксо-

вых линиях. (Задачу можно решить в квазикласси-

ческом подходе тогда и только тогда, когда такое пе-

ресечение существует).

(v) Построить аналитическое продолжение реше-

ния с антистоксовой линии, идущей в −∞, на веще-

ственную ось ψ(z) → ψ(x).

Далее мы шаг за шагом будем реализовывать на-

меченную программу, объясняя все нюансы.

3.3. Квазиклассическое решение. Введем экспо-

ненциальную замену ψ → eiS/~ для волновой функ-

ции и используем стандартный квазиклассический

аппарат, адаптированный к стационарному уравне-

нию Дирака:

ψ =

(

ψ1

ψ2

)

, ψ1,2 = exp

(

iS0

~
+ iS1,2 + ...

)

. (9)

В нулевом порядке по ~ (или отбрасывая все чле-

ны с производными от ϕ в уравнении (6)) получаем

следующее выражение для S0 (см. дополнительные

материалы, раздел А):
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Рис. 2. К методу П-Х. Окрестность точки поворота z0
со стандартным разрезом, идущим вверх. Серая об-
ласть обозначает область применимости квазикласси-
ческого приближения (достигающую бесконечности в
комплексной плоскости). Меньший круг радиуса a обо-
значает область применимости точного решения вбли-
зи точки поворота. Две сплошные кривые, исходящие
из точки поворота до ±∞, являются антистоксовыми
линиями. Пунктирная линия – линия Стокса. Заштри-
хованная область – это область сосуществования квази-
классического и точного решения, в которых их можно
сшить

S0(x) =

x
∫

q±(x
′) dx′, (10)

q± =
−µϕ± p

ϕ2 + 1
, p =

√

ε2(ϕ2 + 1)− µ2, (11)

где q± интерпретируется как квазиклассический им-

пульс. Регулярная ветвь p выбирается таким обра-

зом, чтобы p →
x→+∞

√

ε2 − µ2. Затем, сохранив уже

члены порядка ~ (S1,2 в замене (9)) и подставив ее

в (6), мы получим предэкспоненциальные квазиклас-

сические члены для волновой функции ψ:

ψ1,±(x) = ξ1,±(x)e
i
~

∫
q± dx ξ1,± =

√

±q±
[

1± ϕε

p

]

ψ2,±(x) = −iψ1,±
εϕ∓ p

ε+ µ
. (12)

Опять же, внешние квадратные корни, входящие в

определение ξ1,±, считаются положительными при

x → +∞. Чтобы выяснить, какое из решений соот-

ветствует правым (левым) движущимся носителям,

нам понадобится квазиклассические токи:

j± ≡ ψ†±σyψ± =
2q±
p

(ε− µ). (13)

При x → ±∞ профильная функция ϕ(x) → 0. По-

этому

j± =
x→∞

±2(ε− µ). (14)

3.4. Исследование точек поворота. Теперь нам

нужно найти те точки, в которых квазиклассичность

решения нарушается. Обычно это точки ветвления

квазиклассического момента q± (11). Эти точки на

самом деле являются возможными особыми точка-

ми исходного дифференциального уравнения [22].

Точки ветвления p. Они одновременно являются

и точками ветвления q±:

ϕ(z±) ≡ ϕ± = ±i
√

1− µ2

ε2
(15)

ϕ(z) = ϕ± + (z − z±)/a+ ... (16)

и квазиклассические испульсы, соответствующие

различным линейным независимым решениям,

совпадают. Мы предполагаем, что точки ветвления

имеют простейшую структуру, т.е. являются корня-

ми первого порядка p2(z). Соответствующая точка

ветвления всегда находится вне действительной оси

ввиду условия ε > µ (см. выражение (8)).

Разлагая потенциал ϕ(z) в окрестности точек z±,

(уравнение (16)), мы сразу приходим к квазикласси-

ческому условию (8) (после простой, но громоздкой

алгебры, см. раздел A.2 в дополнительных материа-

лах) в виде ε~2v2F /[(ε
2 − µ2)3/2|a||z − z±|] ≪ 1, кото-

рое нарушается в точках z → z±. Поэтому точки z±
должны быть включены в реализацию метода П-Х.

Здесь мы замечаем, что параметр a в разложе-

нии (16) в принципе является комплексным. Однако

его модуль |a| соответствует характерному масштабу

потенциала ϕ(x).

Нули q±. Эти точки, если они существуют,

являются наиболее естественными кандидатами, в

окрестности которых квазиклассический подход не

работает. Очевидно, им соответствуют сингулярно-

сти профильной функции ϕ(z). Мы предполагаем

самый простой, но наиболее распространенный тип

особенности – простой полюс:

ϕ(z) =
ia

z − zp
+ ... (17)

Здесь, как и раньше, |a| соответствует характерной

длине потенциала. Мнимая единица i введена для

удобства. Точно так же, как было получено усло-

вие для точки ветвления p, мы получаем и квази-

классическое условие в окрестности точки поворо-

та zp, q±(zp) = 0: ~vFa ve/[(ε
2 − µ2)|z − zp|2] ≪ 1.

Как и ожидалось, это условие также нарушается при

z → z0. Поэтому zp также следует включить в про-

цедуру П-Х.

Об аналитической структуре ϕ(z). Здесь сле-

дует вспомнить следующий факт из комплексного
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анализа. Если профиль деформации ϕ(z) не являет-

ся постоянной функцией, то функция обязана иметь

особенности в расширенной комплексной плоскости.

Поэтому функция ϕ(z) распадается на два общих

класса: функция, имеющая особенности в конечных

точках комплексной плоскости (типичным примером

могут служить лоренцевы потенциалы), и функция,

не имеющая особенностей в конечных точках ком-

плексной плоскости (например, потенциалы гауссова

типа). В последнем случае уместно следующее за-

мечание. Поскольку ϕ(x) → 0, x → ±∞, послед-

ний класс соответствует ситуации, когда ϕ(z) имеет

существенную особенность в точке z → ∞. Типич-

ным примером может быть ϕ(z) = Pn(z/a)e
−z2/a2

,

где Pn(z/a) – многочлен порядка из n. Наш анализ

задачи, таким образом, разделен на два случая:

(i) Случай потенциала, регулярного в любой ко-

нечной точке.

(ii) Случай потенциала, имеющего особенности в

конечных точках, когда тип особенностей ограничен

простыми полюсами.

3.5. Регулярный потенциал. Этот случай соот-

ветствует классической трактовке П-Х, адаптиро-

ванной к более сложному уравнению Дирака.

Преобразование уравнения Шредингера. Чтобы

проследить аналогию между уравнением Дирака

(уравнение (6)) и уравнением Шредингера, мы изба-

вимся от первой производной в (6) с помощью стан-

дартной замены [22]. Уравнение преобразуется сле-

дующим образом:

ψ′′(x) + η(x)ψ′(x) + κ(x)ψ(x) = 0 ⇒
θ′′(x) + π2(x)θ(x) = 0 (Schrödinger equation) (18)

θ(x) = e
1
2

∫
x η(t)dtψ(x), (19)

π2(x) = κ(x) − 1

2
η′(x)− 1

4
η2(x). (20)

Выражение для π2(x) довольно громоздкое. Однако

поучительно записать η(x) и π2(x), отбрасывая все

производные потенциального поля ϕ(x) (нулевое ква-

зиклассическое приближение), а также квазикласси-

ческое решение. Таким образом, связь с исходными

квазиклассическими отношениями (10), (11) стано-

вится прозрачной:

η(x) =
2i

~

µϕ(x)

ϕ2(x) + 1
, π2(x) =

ε2(ϕ2 + 1)− µ2

(ϕ2 + 1)2
(21)

θ±(x) =
1

√

π(x)
exp

(

±i
∫ x

x0

π(t)dt

)

. (22)

В последнем уравнении точку x0 нужно выбрать

на действительной оси. Таким образом, обе функ-

ции θ± имеют одинаковый модуль. В остальном x0

совершенно произволен и выбирается из соображе-

ний удобства. Читатель, желающий отследить дета-

ли, может обратиться к разделу A.3 дополнитель-

ных материалов, где мы показываем, как (21)–(22)

точно воспроизводят полные квазиклассические вы-

ражения (10)–(12), следующие из уравнения Дирака.

Точное решение вблизи точки поворота p. Изло-

жение теперь повторяет замечательную работу [15].

Тем не менее мы хотели бы представить здесь неко-

торые подробности, чтобы читатель понял внутрен-

нюю механику метода и мог следить за следующими

разделами, которые более сложны.

Настало время реализовать шаг (ii) метода П-Х.

Для определенности (и для того, чтобы сделать обо-

значения более краткими) нам нужно сделать вы-

бор, в пользу точки, дающей доминирующий вклад

в коэффициент отражения. Как обычно (и это бу-

дет видно ниже), это точка, расположенная бли-

же всего к действительной оси. Предположим, что

это точка z+. В ситуации с модельными потенци-

алами несколько точек ветвления могут быть рав-

ноудалены от вещественной оси (например, ϕ(z) =

= [cosh(z/a)]−1). В этой ситуации все точки вносят

одинаковый вклад в амплитуду отражения. Хотя эти

случаи привлекательны с эстетической точки зрения

и приводят к красивым ответам, содержащим кван-

товые осцилляции, они нереалистичны и не будут

здесь обсуждаться.

С помощью (16) раскладываем квазиклассиче-

ский импульс вблизи точки ветвления:

π2(ζ) =
1

~2

2iζ

a

ǫ5
√

ε2 − µ2

µ4
+ ..., ζ = z − z+, (23)

так что уравнение (18) сокращается вблизи точки

ветвления z+ к классическому уравнению Эйри:

θ′′(s) + sθ(s) = 0, s = γ1/3ζ, γ =
2iε5

a~2µ4

√

ε2 − µ2.

(24)

Подробности и некоторые тонкости вывода (24) см.

в разделе A.4 дополнительных материалов. Асимп-

тотика функции Эйри при больших значениях аргу-

мента хорошо известна и должна быть сопоставле-

на с квазиклассическим разложением. Соответству-

ющий анализ представлен в разделе B дополнитель-

ных материалов. Квазиклассические волновые функ-

ции (22) в окрестности z± на антистоксовой линии

n = 0 (идущей вправо и соответствующей уходящей

волне) принимают следующий вид:

θapp± (s) =
1

s1/4γ1/6
exp

(

±2i

3
s3/2

)

, s≫ 1. (25)
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Точное решение уравнения Эйри (24), имеющего

асимптотику (25), имеет следующее интегральное

представление:

θ(s) =
e−iπ/4√
πγ1/6

∫

C

est+t3/3 dt, (26)

где контур C представлен на рис. 3a. Чтобы сделать

наше изложение самодостаточным, мы выводим ин-

тегральное представление (26) в разделе B дополни-

тельных материалов. Контур расположен таким об-

разом, что в асимптотику вносит вклад только седло

t1 = i
√
s. Константа перед интегралом (26) выбрана

Рис. 3. (Цветной онлайн) (а) – Размещение контура C,
определяющего решение уравнения 26 для arg s = 0.
Асимптотические серые области – это области, в ко-
торых контур должен начинаться и оканчиваться (для
сходимости интеграла). t1, t2 – седла подынтегральной
функции. Контур проведен вдоль глобальной точной
кривой наискорейшего спуска, проходящей через сед-
ло t1, оранжевая линия – второй путь наискорейшего
спуска, проходящий через седло t2. (b) – Траектории
наискорейшего спуска и седла для arg s = −2π/3 (ле-
вая антистоксовая линия на рис. S1)

таким образом, чтобы асимптотика (26) при s → ∞
в точности совпадала с квазиклассическим выраже-

нием (25) для θapp+ (s). При переходе от правой ан-

тистоксовой линии к другой (идущей влево под уг-

лом −2π/3) асимптотика решения (26) преобразуется

как:

θ<(s) =
1

γ1/6

(

exp
[

2i
3 s

3/2
]

s1/4
− i

exp
[

− 2i
3 s

3/2
]

s1/4

)

(27)

из-за того, что контур интегрирования деформиро-

ван согласно рис. 3b и оба седла подынтегрального

выражения в (26) дают вклад в интеграл.

Сшивка точного и квазиклассического решения.

Нам нужно убедиться, что область применимости

квазиклассического разложения и точного решения

имеют ненулевое пересечение. Справедливость ква-

зиклассического разложения (25) равна s≫ 1 ⇒

|z − z+| ≫ (a~2/ε2)1/3. (28)

С другой стороны, условие справедливости тейло-

ровского разложения потенциала: |z−z+| ≪ a. Усло-

вием сосуществования двух последних условий яв-

ляется малость параметра εa/~, который и являет-

ся главным параметром квазиклассического разло-

жения задачи (уравнение (8)).

Мы видим, что решение слева от барьера расщеп-

ляется на две волны и идеально совпадает с квази-

классическими выражениями (25) в той же области.

Таким образом, мы заменяем обе волны в (27) по-

луклассическими волнами (22):

θ<(z) = θ+(z)
∣

∣

∣

z+
− iθ−(z)

∣

∣

∣

z+
. (29)

В последнем уравнении мы вернулись от s обратно к

z. Предполагается, что в интеграле, определяющем

показатель степени в функциях θ± в (22), мы изме-

ненили нижний предел интегрирования с x0 на z+.

Наконец, сделаем аналитическое продолжение

волновой функции (29) на вещественной оси z → x.

Структура уравнения становится особенно прозрач-

ной с помощью соотношения:

θ±(x)
∣

∣

∣

z+
= e
±i

∫
x0
z+

π(z) dz
θ±(x), (30)

где углы θ± определены в уравнении (22). Таким об-

разом, мы получаем коэффициент отражения:

R = e
− 4

~vF
Im

∫ z+
x0

√
ε2(ϕ2+1)−µ2

ϕ2+1
dz
, (31)

где для наглядности мы восстановили скорость Фер-

ми vF . Коэффициент отражения (31) – первый ос-

новной результат нашей статьи. Он имеет типичный

квазиклассический вид. Показатель экспоненциаль-

ной функции можно оценить как #εa/~ ≫ 1, что де-

лает коэффициент отражения экспоненциально ма-

лым.

Несмотря на свою простоту, результат (31) имеет

некоторую особенность. А именно, далеко не очевид-

но, как осуществить переход от произвольного µ < ε

к µ→ 0 (исчезающему внешнему магнитному полю)

в формуле (31). Дело в том, что при обращении в

нуль µ TR-симметрия задачи восстанавливается, и

коэффициент отражения должен обращаться точно

в нуль. Модификация результата (31), отражающая

эту фундаментальную симметрию рассматриваемой

задачи, являет собой наиболее нетривиальную часть

нашего анализа. Она приводится в разделе после изу-

чения борновского приближения.

3.6. Потенциал с полюсом.

Точное решение в окрестности точки поворо-

та. Квазиклассическая картина антистоксовых ли-
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ний представлена в разделе C.2 дополнительных ма-

териалов. Подробности аналитического продолже-

ния квазиклассических волновых функций (12) в

окрестности простого полюса zp вдоль антистоксо-

вых линий (см. уравнение (S.40)) приведены в разде-

ле D дополнительных материалов. Получаем следу-

ющую асимптотику:

ψ1+,≷(ζ) =
ε+ µ

ε

√

ε− µ

2

(

ζ

a

)
3
2

e
−
ε+ µ

2a
ζ2+ 3πi

4

ψ1−,≷(ζ) =
√

2(ε− µ)

(

ζ

a

)
1
2

e

ε− µ

2a
ζ2+

iπ

4 ,

(32)

где, как и ранее, символ > (<) соответствует квази-

классическому решению на правой (левой) антисток-

совой линии в окрестности точки поворота zp. Соот-

ношения (32) записаны в квазиклассическом пределе

ζ ≫
√

|a|/ε.
Теперь нам нужно получить точное решение

уравнения Дирака (6) в окрестности точки поворота

zp. Однако разложение уравнения (4) в окрестности

zp довольно громоздко, и мы отсылаем читателя к

разделу C.1 дополнительных материалов. К счастью,

грамотная замена ψ1(ζ) = exp(ζ2/2a[ε − µ])
√
ζψ(ζ)

приводит к исчезновению (!) слагаемого без произ-

водной в (4), что приводит к гораздо более простому

дифференциальному уравнению:

aψ′′
[

2ζ2(µ+ε)−a
]

+ψ′
[

4ζ3ε(µ+ε)−2aζ(2µ+ 3ε)
]

=0,

(33)

тривиально интегрируему в квадратурах:

ψ1(ζ) =

√

ζ

a

(

c1 − c2

√
πµ

2ε3/2
√
a
erf
[√

εa
ζ

a

]

)

e
ε−µ
2a ζ2

+ c2
ε+ µ

ε

(

ζ

a

)3/2

e−
ε+µ
2a ζ2

, (34)

где erf – функция ошибок, erf(z) = 2√
π

∫ z

0
e−t

2

dt. Те-

перь у нас есть все необходимое для сопоставления

точного решения (34) с квазиклассическими волно-

выми функциями (32).

Сшивка квазиклассического и точного решений.

Для получения коэффициента отражения потребу-

ем, чтобы на правой антистоксовой линии присут-

ствовала только прошедшая квазиклассическая вол-

на, т.е. асимптотика решения (34) совпадала с функ-

цией ψ1+,> в (32). Это немедленно дает условие

(асимптотику функции erf см. в разделе C.3) допол-

нительных материалов):

c1 =

√
πµ

2ε3/2
√
a
c2, c2 =

√

ε− µ

2
e3πi/4. (35)

Выражение для c2 следует из требования точного

совпадения с ψ1+,> в (32). Таким образом, мы имеем

решение на левой антистоксовой линии:

ψ1(ζ)
∣

∣

∣

left
= ψ1+,<(ζ) +

i
√
πµ

2ε3/2
√
a
ψ1−,<(ζ). (36)

Заменяя квазиклассические выражения ψ1±,< на об-

щие выражения (12), мы можем осуществить ана-

литическое продолжение с антистоксовой линии к

вещественной оси x. Заметив, что ξ1,+ = ξ1,− при

x → −∞ в (12), мы получаем (в полной аналогии с

предыдущим выводом) коэффициент отражения

R=
π~vF
|a|

µ2

4ε3
e
− 4

~vF
Im

∫
zp
x0

√
ε2−µ2+ε2ϕ2(z)

1+ϕ2(z)
dz
, (37)

где x0, как и раньше, – произвольная точка веще-

ственной оси. Здесь мы восстановили ~ и скорость

Ферми. Результат (37) дополняет результат (31),

полученный для регулярной функции деформации

ϕ(z). Мы видим, что эти два соотношения имеют

одну и ту же квазиклассическую экспоненту, как и

следовало ожидать от квазиклассического анализа.

Разница между разными классами потенциалов вы-

ражена в предэкспоненциальном множителе. И здесь

проявляется первая интересная особенность задачи.

Сравнивая коэффициенты отражения (31) и

(37), мы видим, что в отличие от первого, второй

явно соблюдает TR-симметрию ТИ. А именно, ко-

эффициент отражения обращается в нуль в случае

исчезновения магнитного поля µ → 0, когда восста-

навливается TR-симметрия квазичастичных возбуж-

дений ТИ.

4. Борновское приближение. Целью данной

части статьи является разрешение парадокса, опи-

санного в предыдущем разделе. А именно, речь идет

о неисчезающем при нулевом значении магнитного

поля коэффициенте отражения. Для начала попро-

буем проанализировать задачу рассеяния в пределе

слабого магнитного поля µ≪ ε, ограничившись пер-

вым борновским приближением по силе поля.

TR-симметрия задачи дает нам приятный сюр-

приз. Удивительно, но нам удалось найти точное ре-

шение уравнения Дирака (4) в отсутствие магнитно-

го поля µ = 0 при любом потенциале деформации.

Естественно, в силу TR-симметрии точное решение

является безотражательным. Теперь мы увидим, как

даже малейшее магнитное поле влияет на аналити-

ческую структуру решения и приводит к ненулевому

отражению в задаче.

Точное решение. Перепишем исходный гамильто-

ниан в отсутствие магнитного поля:

H = vFσy p̂+
σz
2
(ϕp̂+ p̂ϕ). (38)
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Оказывается, можно придумать унитарное преобра-

зование

ψ(x) = exp[iθ(x)σx]ψ̃(x), tan 2θ(x) = ϕ−1(x), (39)

переводящее гамильтониан (38) в гораздо более про-

стую форму (см. раздел E.1 дополнительных мате-

риалов):

H̃ =
1

2
(vp̂+ p̂v)σz , (40)

где v(x) = vF
√

ϕ2(x) + 1. Гамильтониан (40) имеет

следующие точные собственные функции (см. вывод

в E.2 дополнительных материалов):

ψε
→
(x) =

eiετ(x)
√

v(x)

(

1

0

)

, ψε
←
(x) =

e−iετ(x)
√

v(x)

(

0

1

)

, (41)

τ(x) =

x
∫

0

dx′

v(x′)
≡

x
∫

0

dx′
√

ϕ2(x′) + 1
. (42)

И ясно видно, что точное решение, отвечающее дви-

жущейся направо волне (41), остается таковым на

всей вещественной оси, и мы имеем безотражатель-

ную ситуацию, ожидаемую из TR-симметрии систе-

мы.

Теория возмущений по µ. Для построения тео-

рии возмущений нам понадобится функция Грина

для преобразованного гамильтониана (40) (см. раз-

дел E.3 дополнительных материалов):

G(ǫ;x, x′) = − i

2
(1 + sign[τ(x) − τ(x′)]σz)

eiǫ|τ(x)−τ(x
′)|

√

v(x)v(x′)
,

(43)

где sign (x) – функция знака. Затем мы рассматри-

ваем возмущение, создаваемое магнитным полем; в

исходном базисе это V = µσz . При унитарном преоб-

разовании Û получаем:

Ṽ (x) =
µ

ϕ2(x) + 1
[ϕ(x)σz − σy] . (44)

Тогда отраженная волна определяется теорией воз-

мущений следующим образом:

ψref(x) = −
∞
∫

−∞

G(ǫ;x, x′)Ṽ (x′)ψε
→
(x′) dx′. (45)

Подставляя преобразованный потенциал рассея-

ния (44) и функцию Грина (43) в (45), мы получаем

(после некоторой простой алгебры) отраженную вол-

ну в первом порядке теории возмущений:

ψref = rψε
←
(x), r = µ

∞
∫

−∞

e2iετ(x
′)

1 + ϕ2(x′)
dx′, (46)

где r – итоговая амплитуда отражения в борновском
приближении. Внимательный читатель сразу заме-
тит, что интеграл, определяющий r, расходится. Как
показано в разделе E.2 дополнительных материалов,
этот интеграл следует понимать как взятый по на-
клонным направлениям −∞ → ∞eiπ−δ и ∞ → ∞eiδ,
где δ – сколь угодно малый положительный угол.

5. Сопоставление борновского и квазиклас-

сического приближений. Раздел 4 был посвя-
щен выводу амплитуды отражения в первом борнов-
ском приближении. Однако выражение для ампли-
туды борновского отражения (46) должно оставать-
ся справедливым даже в квазиклассическом пределе,
если выполняется квазиклассическое условие плав-
ности (8).

Как легко видеть, условие (8) подразумевает рас-
чет борновской амплитуды (46) методом наискорей-
шего спуска. Поэтому мы ожидаем, что отражение,
даваемое интегрированием методом наискорейшего
спуска борновского выражения, и квазиклассические
ответы должны совпадать. Следуя общей структуре
нашего квазиклассического изложения, нам необхо-
димо рассмотреть два существенно различных слу-
чая: случай потенциала регулярного профиля ϕ(z)
(раздел 3.5) и потенциала с полюсом (раздел 3.6).

5.1. Регулярный потенциал.

Квазиклассический предел борновского прибли-

жения. Как и в разделе 3.5, функция ϕ(z) счита-
ется целой функцией в комплексной плоскости. Сле-
довательно, функция τ(z) (уравнение (42)) не имеет
особенностей, кроме точек ветвления типа квадрат-
ного корня, где функция ϕ2+1 имеет корни (которые
предполагаются первого порядка в общей ситуации).

Метод наискорейшего спуска предполагает де-
формацию контура в интеграле (46) вдоль путей
наискорейшего спуска вещественной части показа-
тельной функции: Re iτ(z). Поэтому нам необходимо
знать расположение стационарных кривых функции
τ(z), т.е. линий уровня Re[τ(z)]. Подробный анализ
немного кропотлив, но открывает удивительную кар-
тину (раздел F.1 дополнительных материалов). Ока-
зывается, полученный контур наискорейшего спуска
дважды (!) обходит каждую из точек ветвления τ(z)
по бесконечно малым окружностям. Контур наиско-
рейшего спуска в итоге располагается на бесконеч-
ном количестве римановых листов τ(z). В резуль-
тате главный вклад в интеграл дает сумма вычетов
подынтегрального выражения в (46), умноженная на
4πi (двойной обход).

r −→
εa→∞

4πiµ
∑

all branch points

res
zn

e2iετ(z)

ϕ2(z) + 1

≈ 2πaµe2iετ(z0), (47)
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где a – есть ни что иное, как характерная длина по-

тенциала, и определяется из разложения Тейлора

ϕ(z) = i+ (z − z0)/a. (48)

Все подробности размещения контура приведены в

разделе F.2 дополнительных материалов. В резуль-

тате коэффициент отражения в борновском прибли-

жении в квазиклассическом пределе имеет следую-

щий простой вид:

R ≡ |r|2 =
4π2µ2|a|2
v2F ~

2
e
− 4ε

~vF
Im

z0∫

0

dz√
ϕ2(z)+1 . (49)

Борновское приближение из квазиклассического

анализа. Сравнивая формулу для коэффициента от-

ражения, представленную анализом П-Х (31), и от-

вет (49), заданный квазиклассическим пределом тео-

рии возмущений, сразу видим, что квазиклассиче-

ский результат (31) не может соответствовать пер-

турбативному выражению (49). Это хорошо видно

уже из того факта, что, в отличие от (49), выражение

(31) имеет ненулевой предел в точке µ → 0.

Проблема в том, что квазиклассический анализ,

предпринятый в разделе 3.5, перестает работать, ко-

гда µ → 0. Дело в том, что при µ ≪ ε полюс квази-

классического импульса (11) при ϕ = ±i приближа-

ется к точкам ветвления p: ϕ± (см. уравнение (15)).

Это означает, что точное решение вблизи точки

поворота (26) не может быть продолжено в асимпто-

тическую область (28), поскольку разложение Тей-

лора функции ϕ(z) вблизи точки поворота перестает

быть справедливым из-за наличия полюса z0 : ϕ = i.

Необходимую оценку легко сделать. При µ ≪ ε рас-

стояние z0 − z± ≪ a, а |z0 − z±| ∼ µ2/ε2a. Таким об-

разом, асимптотическое разложение (26) становится

недействительным, если расстояние s ∼ 1 в (26) (эк-

вивалентно, |z−z±| ∼ a1/3/ ve−2/3 становится одного

порядка с |z0 − z±|. Это влечет за собой:

µ

ε
∼ 1

(aε)1/3
. (50)

Следовательно, при µ . ε2/3/a1/3 обычный метод

П-Х не работает. Возможная модификация метода на

случай сливающихся точки ветвления и полюса, так-

же изложена (для уравнения Шредингера) в [15]. Во-

первых, мы обращаем внимание читателя на струк-

туру пертурбативного результата (49). Она показы-

вает, что основной вклад в амплитуду рассеяния дает

квазиклассическое действие S =
∫ z0
x0
π(x) dx (см. вы-

ражение для π в уравнении (8) при µ = 0), указывая

на то, что надбарьерное рассеяние происходит в точ-

ке ветвления ϕ = i (т.е. z0). На самом деле, как мы

увидим, линии анти-Стокса по-прежнему выходят из

точек ветвления z±, но сильно искажаются наличием

полюса z0.

Антистоксовые линии в точке ветвления p в

пределе µ≪ ε. Реализуем шаг (ii) метода П-Х. Как и

прежде, выбираем точку z+. Однако на этот раз сле-

дует использовать разложение Лорана квазикласси-

ческого импульса (21) вблизи полюса z0, а не разло-

жение Тейлора вблизи точки ветвления z+. Подста-

вив расширение (48), получим:

π(ζ) =
aε

2iζ

√

2iζ

a
− µ2

ε2
+ ...→ e−iπ/4ε

√

a

2ζ
. (51)

Последний переход в (51) осуществляется в предпо-

ложении |ζ/a| ≫ (µ2/ε2). Тогда квазиклассическое

действие и квазиклассическое условие будут выгля-

деть так:

ζ
∫

0

π(t) dt = e−iπ/4ε
√

2aζ, |ζ| ≫ 1

|a|ε2 , (52)

и условие для направлений антистоксовых линий те-

перь выглядит так:

Re i

ζ
∫

0

π(t) dt = 0 ⇒ arg(aζ) =
π

2
+ 2πn, n ∈ Z.

(53)

Уравнение (53) вместе с (S.17) дает весьма свое-

образную картину антистоксовых кривых. В непо-

средственной близости от точки ветвления z+ (где

справедливо разложение Тейлора квазиклассическо-

го импульса (23)) антистоксовые линии образуют

триплет линий, исходящих под углами 2π/3 по от-

ношению к друг другу. С другой стороны, уравне-

ние (53) говорит нам, что они сливаются в дублет,

проходя по берегам разреза, определяющего одно-

значную ветвь функции π(ζ). Наконец, мы ожидаем,

что антистоксовые линии образуют дублет, состоя-

щий из двух горизонтальных линий, когда они до-

статочно далеки от z0, z±. Эти общие соображения

проиллюстрированы на рис. 4a для случая, когда па-

раметр разложения a в (16) и в (48) положен для

определенности действительным.

В дальнейшем и в самом деле удобно считать, что

параметр a в разложении (48) вещественный. Для

общей ситуации ненулевого arg a единственной раз-

ницей будет наклон всех графиков на необходимый

угол.

Описанная общая картина формы антистоксовых

кривых выглядит довольно необычно (и в какой-то
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степени в нее даже трудно поверить). Для иллюстра-

ции ее правильности, мы приведем рисунок точных

антистоксовых линий (в виде линии уровня рельефа

Rei
∫ z

z+
π(t) dt на рис. 4b, c) для конкретной потенци-

альной функции ϕ(z) = z exp(−z2/2).

Рис. 4. (Цетной онлайн) (a) – Структура антистоксо-
вых линий из общих соображений. (b), (c) – Антисток-
совые линии изображаются как линии уровня функ-
ции iIm

∫ ζ

0
π(t)dt для потенциального профиля ϕ(z) =

= ze−z2/2 и для µ/ε = 0.15

Квазиклассические решения (12) теперь легко по-

лучить, взяв начальную точку z = z0−aiµ2/(2ε2) (см.

раздел G дополнительных материалов).

ψ+,≷ =
√
ε
(µ

ε

)iaµ
(

a

2y

)

iaµ
2 + 1

2

eiε
√
2ay mpiπ4±

πµa
2 ,

(54)

ψ+,< =
√
ε
(µ

ε

)iaµ
(

a

2y

)

iaµ
2 + 1

2

e−iε
√
2ay+ 3iπ

4 −
πµa
2 .

(55)

Здесь обозначение индекса ± соответствует (12).

Точное решение вблизи точки ветвления p at

µ ≪ ε. Разлагая уравнение Дирака (6) вблизи z0,

получаем:

2iζψ′′1 + (3i− 2aµ)ψ′1 + ε2aψ1 = 0. (56)

Здесь предполагается, что параметр µa удовлетворя-

ет условию 0 ≤ µa . 1. Уравнение (56) представляет

собой уравнение типа Бесселя. В принципе, его ана-

литические свойства и структуру асимптотики мож-

но взять из справочника. Однако для изучения ана-

литического продолжения решения в нашем случае,

чрезвычайно поучительно и удобно представить точ-

ное решение уравнения (56) методом Лапласа (см.

дополнительные материалы)

ψ1(ζ)=−iε
√

εa

2π

(µ

ε

)iaµ

e
πaµ
2

∫

C

eζεs+
εai
2s siaµ−

1
2 ds. (57)

Здесь константа перед интегралом выбрана таким

образом, чтобы асимптотика ψ(iy) в (57) на правой

антистоксовой линии соответствовала соответствую-

щему квазиклассическому решению (54).

Контур, дающий правильную асимптотику на

правой антистоксовой линии ζ = iy, представлен на

рис. 5a. Размещение контура продиктовано возмож-

ностью провести линию наискорейшего спуска пока-

зательной функции в (57):

f(s, ζ) = ζs+
ai

2s
(58)

через седло s1 =
√

a/2y (ζ = iy) функции f(s, ζ). Та-

ким образом, точное решение (57) дает правильную

основную экспоненту (см. квазиклассическое выра-

жение (54)).

После поворота комплексного числа ζ справа на-

лево по часовой стрелке, контур C, задающий точ-

ное решение (57), должен повернуть на тот же угол

против часовой стрелки, чтобы гарантировать схо-

димость интеграла (см. рис. 5b). При этом началь-

ное направление контура (s = 0) должно быть по-

прежнему вниз (опять же, для сходимости интегра-

ла). В результате контур C закручивается в спи-

раль (см. рис. 5c) после того, как ζ достигает левой

антистоксовой линии. Чтобы процедура вычисления

асимптотики была безупречной, контур интегриро-

вания C должен быть проведен по глобальным путям

наискорейшего спуска f(s, ζ). Соответствующая де-

формация представлена на рис. 6a, b. Как мы видим,

правое седло s1 дает двойной вклад, а контур инте-

грирования C проходит через него на разных рима-

новых листах подынтегрального выражения. Таким

образом, вклад этого седла умножается на коэффи-

циент 1+ e2πi(iaµ−1/2) ≡ e−πµa2 sinhπµ. В результате

(простые подробности см. в разделе Н дополнитель-

ных материалов), асимптотика (57) на левой анти-

стоксовой линии может быть выражена через квази-

классические функции (54), (55) (в той же строке)

следующим образом.

ψ(iy)
∣

∣

∣

left
= ψ+,<(iy)− 2i sinhπµaψ−,<(iy). (59)
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Рис. 5. (Цветной онлайн) (a) – Справа: антистоксовые
линии вблизи точки z+. Точка ζ на правой антисток-
совой линии такова, что волновая функция в этой точ-
ке представляет собой исходящую волну и должна со-
ответствовать (54). Пунктирные линии – примерные
направления антистоксовых линий. Слева: начальное
размещение контура C для решения (57). s1 и s2 – сед-
ловые точки функции f(s, ζ) в (58). Пунктирные ли-
нии – линии наискорейшего спуска f(s, ζ). (b) – Спра-
ва: аргумент ζ находится на левой антистоксовой пря-
мой (повернут на 2π). Слева: контур C деформирован
в спираль

Уравнение (59) дает возможность сопоставить точ-

ное решение (57) в окрестности точки ветвления с

квазиклассическими решениями во всей комплекс-

ной верхней полуплоскости, включая действитель-

ную ось.

Сшивка точного и квазиклассического решения.

Продолжая шаг (v) метода П-Х, получаем при

x→ −∞:

ψ(x) = ξ1+e
i
∫

x

z+
q+dz − 2i sinhπµaξ1−e

i
∫

x

z+
q−dz

. (60)

Наконец, восстановив постоянную Планка и скорость

Ферми, для коэффициента отражения получим:

R=4

∣

∣

∣

∣

sinh2
πµa

~vF

∣

∣

∣

∣

e
− 4

~vF
Im

∫ z+
x0

√
ε2(ϕ2+1)−µ2

ϕ2+1
dz
. (61)

Коэффициент отражения (61) представляет собой

обобщение результата (31) на случай µa ∼ 1. Резуль-

тат (61) точно сшивается с результатом борновского

приближения (49) в пределе µa→ 0. Уравнение (61)

также разрешает парадокс не обращающегося в нуль

коэффициента отражения (31) при µ→ 0.

Рис. 6. (Цветной онлайн) (a) – Контур наискорейшего
спуска, задающий асимптотику точного решения (57)
на левой антистоксовой линии. Голубой цвет означа-
ет размещение контура на другом римановом листе
многозначной функции siaµ−1/2 из подынтегрального
выражения (57). (b) – Верх: размещение контура на
рельефе функции Ref(s, ζ). Низ: размещение контура
на римановой поверхности функции siaµ−1/2. Красный
лист соответствует обычной ветке siaµ−1/2 ≡ exp((iaµ−

− 1/2) ln |s|) для s > 0 в то время как зеленый лист со-
ответствует ветви siaµ−1/2 ≡ exp([iaµ−1/2][ln |s|+2πi])

для s > 0

Результат (61) содержит поразительную особен-

ность. Параметр a, определенный в уравнении (16),

входящий в функцию sinh в предэкспоненциаль-

ном множителе (61), вообще говоря, может быть

комплексным. Это означает, что гиперболическая

функция может иметь гармонический вклад ти-

па sin: | sinhπµa|2 = sinh2[πµRe a] cos2[πµIm a] +

+ cosh2[πµRe a] sin2[πµIm a], а коэффициент отраже-

ния (61) может содержать квантовые осцилляции

в зависимости от внешнего магнитного поля неза-

висимо от энергии падающей частицы. Осцилляции

возможны ввиду того, что формула (61) справед-

лива для 0 ≤ µa . 1, как мы указываем после

уравнения (56). Тогда мы ожидаем появления вы-

раженных квантовых осцилляций ландауэровского

кондактанса краевых состояний ввиду независимо-

сти предэкспоненциального множителя от энергии

квазичастицы.

Для существования упомянутых колебаний

профиль деформации должен быть слегка асим-

метричным (таким образом, мнимая часть пара-

метра a существенно превышает действительную).

Как показывает элементарное изучение функции

sinh, ее немонотонное поведение проявляется при

Im a/Re a ' 2.64. Период колебаний определяется

условием: ∆µ ∼ ~vF /(π|a|). Амплитуда колебаний

порядка самого коэффициента отражения ∆R ∼ R.

Коэффициент отражения (61) для модельного

асимметричного потенциала представлен на рис. 7.
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Рис. 7. (Цветной онлайн) Колебания коэффициента от-
ражения (61), рассчитанные для модельного потенциа-

ла ϕ(z) = (z − 8)e−z2 в зависимости от параметра маг-
нитного поля πµa0, где параметр a0 ≡ |a|µ=0 (см. (16))

5.2. Потенциал с полюсом. Теперь мы реализуем

ту же программу для гораздо более простого слу-

чая потенциала с полюсом. Амплитуда отражения,

полученная в (46), должна быть должна быть сопо-

ставлена с амплитудой, полученной из квазикласси-

ческого приближения (37) в пределе εa/(~vF) ≫ 1.

Как и раньше, это соответствует взятию интеграла,

входящего в (46) методом перевала:

∞
∫

−∞

e2iετ(x
′)

1 + ϕ2(x′)
dx′ ≈ eiπ/4

√

π

εa

e2iετ(zp)

2ε
, (62)

где zp: ϕ(zp) = ∞ – седловая точка функции τ(z)

(которая также является точкой поворота для ква-

зиклассического импульса). Таким образом, мы по-

лучаем коэффициент отражения:

R =
πµ2

4|a|ε3 e
−4ε Im

∫ z0
0

dx√
1+ϕ2(x) . (63)

Этот результат совпадает с квазиклассическим ко-

эффициентом отражения (37) в пределе µ ≪ ε. Это

совпадение дает дополнительное убедительное дока-

зательство корректности квазиклассического резуль-

тата (37).

Коэффициенты отражения (31) и (37), получен-

ные в квазиклассическом приближении для двух ши-

роких классов деформаций общего типа, дополнен-

ные уточненным результатом (61), завершают наше

исследование задачи рассеяния. Они являются ос-

новными результатами данной работы.

6. Обсуждение. Итак, мы аналитически иссле-

довали рассеяние квазичастиц на краевых дефектах

двумерного ТИ в однородном магнитном поле. Мы

использовали два взаимодополняющих подхода: ме-

тод П-Х и теорию возмущений в магнитном поле. Мы

получили коэффициенты отражения для двух наи-

более важных классов деформационных потенциа-

лов и убедились, что они совпадают в общей обла-

сти применимости обоих методов. Исследование вы-

явило нетривиальную взаимосвязь TR-симметрии и

аналитических свойств амплитуды отражения.

Наши результаты позволяют провести прямую

экспериментальную проверку. Результаты теории

возмущений, очевидно, справедливы для достаточ-

но малого внешнего магнитного поля. Квазикласси-

ческий параметр λ/a = ~vF /(εa) легко оценить из

обычных экспериментальных данных. Для двумер-

ного ТИ, полученного в квантовой яме HgTe с за-

твором, параметр расщепления Рашбы α ∼ 10 эВÅ,

[23], скорость Ферми vF ≈ 2 эВÅ, [24]. Мы видим,

что параметр Рашбы α примерно того же поряд-

ка, что и скорость Ферми α ∼ vR. Таким образом,

для типичного эксперимента размер краевого дефек-

та 1мкм намного превышает длину волны квазича-

стицы λ ∼ 100 Å, [25], что и оправдывает использова-

ние квазиклассического приближения. Далее нам хо-

телось бы оценить магнитное поле, при котором мо-

гут наблюдаться квантовые осцилляции, предсказан-

ные выражением для коэффициента отражения (61).

g-фактор для винтовых краевых состояний в попе-

речном магнитном поле был измерен в [26]: g ≈ 50.

Следовательно, если снова принять типичный мас-

штаб деформации ∼ 1мкм, необходимое магнитное

поле составит H ∼ vF~/(gµBa) ∼ 0.07Тл.
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