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В численном эксперименте наблюдается феномен инвариантности эволюции спектров ветровых волн
в океане. После сильного возмущения происходит быстрое восстановление характеристик автомодельно-
го роста. Такое поведение интерпретируется как проявление статистического аттрактора, связанного с
обобщенным спектром Колмогорова–Захарова и подтверждается численным моделированием спектров
волнения в рамках кинетического уравнения для волн на воде (уравнения Хассельманна). Это урав-
нение со специальной функцией накачки, приближенной к обычно используемым в волновых моделях,
имеет семейства точных автомодельных решений. Выбранная функция накачки минимизирует “неав-
томодельный” фон волновых спектров и позволяет оценить “чистые” скорости стремления решения к
автомодельному режиму эволюции. Степенные показатели точных автомодельных решений использу-
ются как параметры аттракторов в двумерном фазовом пространстве, моделирующих этот процесс.
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1. Моделирование спектров ветровых волн.

Мы рассматриваем кинетическое уравнение для по-

верхностных гравитационных волн:

∂ε

∂t
+

∂ωk

∂k

∂ε

∂r
= Snl + Sin + Sdiss. (1)

Это уравнение широко используется для моделиро-

вания и прогноза морского волнения. Здесь ε =

= ε(k, t) – спектр энергии волн, Snl – член, описываю-

щий нелинейные четырехволновые взаимодействия,

Sin – ветровая накачка, Sdiss – диссипация. Урав-

нение (1) было выведено Клаусом Хассельманном

[1], хотя его аналоги были известны намного рань-

ше [2, 3].

Нелинейный член Snl в (1) описывает четы-

рехволновые нелинейные взаимодействия [1]. Неко-

торые эффекты, связанные с ограничениями четы-

рехволновыми взаимодействиями и гипотезой гаус-

совости волнового поля были продемонстрированы в

[4, 5]. В работе [6] было исследовано влияние квази-

резонансных взаимодействий на эволюцию спектра

волнения. Тем не менее, мы рассматриваем уравне-

ние (1) как общепринятую физическую модель и ос-

нову прогноза волнения.

1)e-mail: vvg@mail.geogjaev.ru

Нелинейный член Snl был выведен из основных

уравнений гидродинамики и хорошо исследован тео-

ретически. В отличие от него, члены Sin (накачка)

и Sdiss (диссипация) известны только как эмпири-

ческие параметризации; их точная математическая

модель отсутствует. Основные усилия в исследовани-

ях ветровых волн направлены на построение новых

параметризаций для этих членов, лучше согласую-

щихся с результатами экспериментов и наблюдений.

Считается, что таким образом можно добиться улуч-

шения прогноза волнения с помощью соответствую-

щих моделей (см., например, [7]).

Процесс вывода уравнения (1) предполагает, что

внешние воздействия Sin и Sdiss малы по сравнению

с Snl. Простое сравнение этих членов дает обратный

результат, показывая малость нелинейного члена [8].

Эта проблема была решена в [9, 10] путем сравне-

ния скоростей эволюции спектра, связанных с эти-

ми членами. Доминирование столкновительного ин-

теграла Snl в (1) является естественным следствием

ряда физических гипотез, на которых строится сам

вывод кинетического уравнения.

Уравнение Хассельманна дает хорошие результа-

ты для разнообразных параметров моделирования

и прогноза волнения. В этой статье мы занимаем-

ся волнами на глубокой воде. В этом случае (1) по-
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казывает устойчивые черты: универсальность фор-

мы спектра и характерные особенности роста вол-

нения. Некоторые из этих особенностей, такие как

инвариантность формы спектра [11] и типичные по-

казатели степенного роста энергии и периода волн

[12] наблюдались в предыдущих экспериментальных

исследованиях. Связь этих свойств с приближенны-

ми автомодельными решениями изучалась как чис-

ленно [13, 14], так и путем сопоставления с экспери-

ментальными результатами [15]. В настоящей статье

мы анализируем автомодельные решения уравнения

Хассельманна (1) со специальной функцией источни-

ка, воспроизводящей известные функции источника

в прогностических моделях [16]. Такая функция ис-

точника обеспечивает существование точных автомо-

дельных решений. В рамках такой физической поста-

новки мы демонстрируем релаксацию к “естественно-

му” режиму эволюции как феномен восстановления

системы. Мы предлагаем ассоциировать этот фено-

мен восстановления с существованием аттрактора.

Параметры семейства автомодельных решений мо-

гут считаться физическими характеристиками этого

аттрактора. Релаксация системы к этим параметрам

характеризует процесс стремления к аттрактору как

целое, не обращаясь к деталям эволюции волновых

спектров в различных масштабах.

2. Что такое восстановление растущего вол-

нения? Стабильность предполагает способность си-

стемы (физической, биологической, социальной и

т.п.) противостоять внешнему влиянию, возвращаясь

к “естественному” состоянию. Примерами могут яв-

ляться восстановление леса после пожара или оке-

анской экосистемы после разлива нефти. Под “есте-

ственным” обычно понимают устойчивое состояние

системы, существенно определяемое небольшим чис-

лом параметров. Устойчивость в подобных систе-

мах обычно ассоциируется с аттракторами и являет-

ся объектом теории динамических систем (см., на-

пример, [17]).

В настоящей статье мы исследуем феномен ро-

ста ветрового волнения в океане. Мы исследуем спек-

тры волнения, определяемые такими характеристи-

ками, как высота, частота и направление волн. В от-

личие от описанных в предыдущем параграфе слу-

чаев, фазовое пространство в данном случае являет-

ся бесконечномерным, и сами объекты не являются

квазистационарными. Мы предлагаем связать неста-

ционарные и неоднородные решения кинетического

уравнения (1) с концепцией восстановления физиче-

ской системы. Параметры, определяющие эволюцию

этих решений могут служить индикаторами восста-

новления, показывая стремление к автомодельности.

Таким образом, сводя задачу к меньшему количеству

измерений, мы можем исследовать поведение систе-

мы, опираясь на малое количество параметров, как

и в случае классических аттракторов.

Более чем 60 лет исследователи пробовали вы-

разить параметры растущих ветровых волн как сте-

пенные зависимости от времени t или разгона x:

E ∼ tp, (E ∼ xp) для полной энергии волн и ωp ∼ tq

(ωp ∼ xq) для характерной частоты. Такие аппрок-

симации были направлены на установление соответ-

ствия результатов полевых наблюдений и численного

моделирования волнения (например, [12, 18, 19]). В

отсуствие разработанной теории ветрового волнения,

показатели p, q считались независимыми, хотя и ле-

жащими в определенных диапазонах: 0.7 < p < 1.1,

0.23 < q < 0.33 [20].

В. Е. Захаров с соавторами выдвинули концепцию

автомодельного роста ветрового волнения [14, 20, 21],

показавшую замечательное количественное согласие

с экспериментами, проведенными в течение более 60

лет. Основным практическим результатом стало об-

наружение связи между показателями p and q (так

называемого “магического соотношения”). Для про-

стейшей ситуации временнóго роста (т.е. роста со

временем в однородном океане) справедливо:

10qτ − 2pτ = 1. (2)

Для пространственного случая (стационарное разви-

тие в одном направлении) аналогично:

9qχ − 2pχ = 1 (3)

(см. [14, 20, 22, 23]). В дальнейшем мы ограничим-

ся случаем временнóго роста, опуская индексы в (2).

Справедливость “магических соотношений” (2), (3)

для автомодельного роста волн при различных па-

раметризациях накачки и диссипации была установ-

лена в серии работ [13, 14, 20, 24]. Было показано,

что автомодельное ядро спектра сосуществует с от-

носительно слабым неавтомодельным фоном. Такое

“двухфазное” состояние не зависит от конкретного

вида функции источника Sin + Sdiss в уравнении (1).

Таким образом, автомодельное решение вида

ε = tp+qF
(

(ωt)q
)

(4)

оказывается хорошей аппроксимацией спектра рас-

тущего волнения.

Следующий шаг был сделан В. Е. Захаровым и

соавторами в работе [25] (далее ZRP – Zakharov–

Resio–Pushkarev), где было построено семейство точ-

ных автомодельных решений (1) со степенной функ-

цией накачки:
Sin ∼ ωs+1 (5)

с показателем s, связанным с параметром роста волн:

Письма в ЖЭТФ том 120 вып. 11 – 12 2024



932 А. Н. Пушкарёв, В. В. Геогджаев, Бадулин С. И.

q =
1

s+ 1
. (6)

Накачка ZRP (5) построена как чистый случай на-

качки, быстро реализующей автомодельные реше-

ния, свободные от “мусорного” фона. Этим она отли-

чается от других эмпирических параметризаций Sin.

Легко видеть, что значения s = 4/3, s = 2, s = 8/3 от-

вечают линейному росту, соответственно, волнового

импульса, энергии и волнового действия со временем

(или разгоном) [26, 27]. Примеры в статье приведены

для случая молодых волн с s = 4/3.

3. Автомодельное решение, его восстанов-

ление и статистический аттрактор. Мы демон-

стрируем структурную устойчивость автомодельно-

го решения уравнения (1) посредством численного

анализа и сравнения с экспериментом [20]. Целью яв-

ляется изучение восстановления спектра после того,

как автомодельное решение было подвергнуто силь-

ному возмущению. Явление быстрого восстановле-

ния спектра после резкого изменения скорости и на-

правления ветра ранее изучалось как с использова-

нием уравнения Хассельманна (например, [28]), так

и с помощью решения динамических уравнений (ре-

дуцированные уравнения Захарова, см., например,

[29]). Наше исследование частично воспроизводит по-

становку упомянутых исследований, но предлагает

альтернативную трактовку результатов. Мы подчер-

киваем не столько аномально высокую скорость ре-

лаксации, сколько структурную устойчивость возни-

кающих автомодельных решений.

После сильного возмущения решение может как

эволюционировать к автомодельному состоянию с

теми же параметрами p и q, так и перейти к друго-

му автомодельному решению из того же семейства.

Возвращение к исходному автомодельному состоя-

нию может трактоваться как существование в систе-

ме аттрактора, обеспечивающего восстановление ре-

жима роста. Мы используем “чистую” функцию на-

качки ZRP, чтобы подчеркнуть переход решения в

“чистую” автомодельную форму с теми же парамет-

рами p и q, связанными с показателем ветровой на-

качки s. Немаловажным вопросом является скорость

релаксации, т.е., время возвращения к исходному со-

стоянию. Эта скорость может быть определена как

численно, так и экспериментально.

Численные расчеты были выполнены с функцией

накачки ZRP [30]

Sin(ω, θ) = γ(ω, θ) · ε(ω, θ) (7)

γ(ω, θ) = A
ρair
ρwater

ω

(

ω

ω0

)s

q(θ) (8)

A = 0.05 (9)

q(θ) =

{

cos2 θ for −π/2 ≤ θ ≤ π/2

0 иначе
(10)

ω0 =
g

U10
,

ρair
ρwater

= 1.3 · 10−3 (11)

Здесь ρair и ρwater – плотности воды и воздуха, U10 –

скорость ветра на стандартной высоте 10м.

Использовалась сетка из 281 узлов по частоте

и 144 по углу. Нелинейные взаимодействия рассчи-

тывались для набора из 49152 квадруплетов. Для

ускорения вычислений сетка частот была ограничена

сверху частотой 2Гц. Это ограничение слегка повли-

яло на показатель p (см. ниже).

Вычисления были организованы следующим об-

разом:

1. В качестве начального условия была взята

ступенчатая функция (показана пунктиром на

рис. 1).

Рис. 1. Начальное условие (пунктир) и развитое авто-
модельное решение при t = 100000 с (сплошная линия)

2. Уравнение (1) решалось для временнóй зада-

чи (т.е. для пространственно-однородной поста-

новки ∇kNk ≡ 0). Скорость ветра U10 = 10м/с

и его направление считались постоянными. Па-

раметр накачки s = 4/3 в (5) был фиксирован;

3. В момент t0 = 50000 с скорость ветра изменя-

лась до более высокого значения U10 = 20м/с

и вычисления продолжались до tf = 100000 с.

4. Полученные результаты исследовались на соот-

ветствие критериям автомодельности, а имен-

но: достижения “магического соотношения” (3)

и установление универсальной формы волново-

го спектра.
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На рисунке 2 изображены график полной энергии

волн для скорости ветра 10м/с и график полной

энергии после увеличения скорости ветра до 20м/с.

После увеличения скорости ветра при t0 ≃ 50000 с

скорость роста волнения резко меняется на бо́льшее

значение.

Рис. 2. Полная энергия волн

На рисунке 3 представлены показатели степен-

ных аппроксимаций p и q. До перемены ветра мы

используем E ∼ tp для полной энергии и ωm ∼ t−q

для средней частоты. После перемены ветра полага-

ем, что “начальная точка” автомодельного решения

сдвинулась и считаем E ∼ (t− t0)
p и ωm ∼ (t− t0)

−q,

где t0 = 35000 с. Сдвиг времени t0 несущественен на

больших временах, но заметно влияет на скорость

стремления к автомодельному пределу. Показатели

p и q сохраняют свои значения даже после перемены

ветра (соответствующие кривые на графике на рис. 3

почти сливаются). Значение p на рис. 3 слегка откло-

няется от теоретического значения 10/7. Причиной

этого расхождения является ограниченный частот-

ный диапазон вычислений, из которого по техниче-

ским причинам были исключены частоты выше 2Гц.

Тем не менее, результат достаточно близок к теоре-

тическому значению.

На рисунке 4 представлено “магическое значение”

подсчитанное по показателям рис. 3. Видно, что ма-

гическое значение M = 9q − 2p ≃ 1 выдерживается

как до, так и после перемены ветра при t0 = 50000 с.

Показаны два графика: для перемены ветра и для

ее отсуствия. Подчеркнем, что после перемены вет-

ра значение M восстанавливается очень быстро.

4. Стабильность и восстановление спектров

ветровых волн. Мы показали быстрое стремление

численных решений к автомодельным режимам. При

этом, во-первых, показатели p и q приближаются к

теоретическим значениям, во-вторых, устанавлива-

Рис. 3. Локальные значения степенных показателей
для полной энергии волн E ∼ tp и средней частоты
ωm ≃ t−q

Рис. 4. Магическое значение M = (2p − 9q) до и после
перемены ветра

ется универсальная форма автомодельного спектра

F . Первый процесс легко увидеть на рис. 3, 4. Для

количественной оценки скорости приближения фор-

мы спектра к универсальной введем безразмерные

энергию и частоту

ω̃(t) =
ω

ωmax(t)
, (12)

ε̃(ω̃, t) =
ε(ω, t)

εmax(t)
, (13)

нормализованные на максимум энергии εmax и соот-

ветствующую частоту ωmax. Далее вычисляем сред-

неквадратичное отклонение формы спектра от эта-

лонной в момент времени tref:

δ(t) =

√

∫

(ε̃(ω̃, t)− ε̃(ω̃, tref))2 dω̃
∫

ε̃2(ω̃, tref)dω̃
. (14)

Величина δ характеризует расхождение между реше-

ниями в окрестности спектрального пика. Отклоне-
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ния спектрального “хвоста” (высокие частоты) с ма-

лыми значениями плотности энергии слабо влияют

на δ. Устойчивость формы спектрального “хвоста”

поддерживается прямым колмогоровским каскадом.

Результат расчета δ(t) (14) среднеквадратично-

го отклонения усредненного по углу нормированного

спектра как функции нормированной частоты ω̃(t) =

= ω/ωp (12) от эталонного спектра при tref = 100000 с

показан на рис. 5. Видно, что спектр возвращает-

ся к эталонному весьма быстро. Столь замечатель-

ный эффект аномально быстрой релаксации волно-

вых спектров наблюдался экспериментально в [31] и

был воспроизведен численно в [32].

Рис. 5. Среднеквадратичное отклонения спектра от ре-
ференсного в зависимости от времени. (Мелкие коле-
бания возникают из-за наличия сетки в численных рас-
четах)

Таким образом, приходим к выводу:

Автомодельное поведение ветрового волнения

структурно устойчиво по отношению к измене-

нию ветра и характерное время перехода к этому

поведению весьма мало.

Подобное восстановление автомодельного режи-

ма имеет глубокие физические следствия. Рисунок 6

показывает усредненный по углу спектр нормирован-

ный на спектральный максимум как функцию без-

размерной частоты ω/ωm. Показаны три спектра: до,

в момент и после изменения ветра. Видно, что форма

спектра остается практически неизменной (кривые

почти совпадают); спектр имеет выраженный пик и

стабильный “хвост” спектра Колмогорова–Захарова

E(ω) ∼ ω−4.

Итак, рис. 6 показывает, что решения кинетиче-

ского уравнения (1) демонстрируют свойства авто-

модельного анзатца (4). Следовательно, стремление

к автомодельной асимптотике для нашей бесконеч-

Рис. 6. Форма нормализованного спектра до, в момент
и после изменения ветра

номерной системы может быть адекватно охаракте-

ризовано всего двумя безразмерными параметрами:

“магическим числом” M и параметром δ (14), от-

клонением от автомодельной формы спектра. Таким

образом, эволюция рассматриваемой системы и ее

спектров качественно напоминают динамику класси-

ческих конечномерных аттракторов.

Примеры статистических аттракторов в нелиней-

ных уравнениях в частных производных хорошо из-

вестны. В работе [33] было показано, что солитоны

в неинтегрируемых одномерных и двумерных НУШ

являются статистическими аттракторами. Недавно

этот результат был подтвержден экспериментально

в [34].

5. Обсуждение и выводы. Мы рассмотре-

ли восстановление океанского ветрового волнения

к “естественному” состоянию после сильного воз-

мущения (перемены ветра). Спектр ветровых волн

стремится к автомодельному поведению из-за нали-

чия статистического аттрактора. Мы подтвердили

эту интерпретацию, решая численно кинетическое

уравнение для волн на воде (уравнение Хассельман-

на). Выбранная нами накачка для (1) минимизирует

неавтомодельный фон, что позволяет выделить фе-

номен восстановления “естественного” состояния рас-

тущего волнения “в чистом виде”. Степенные пока-

затели точных автомодельных решений могут быть

интерпретированы как параметры аттракторов си-

стемы в двумерном фазовом пространстве.

Использование современных достижений физи-

ки волн в моделях оперативного прогноза морско-

го волнения является важной задачей исследований

климата. Свойство автомодельности спектра ветро-

вого волнения и быстрое восстановление этого со-
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стояния после возмущения известно более полувека

со времени проведения классического эксперимента

JONSWAP (JOint North Sea WAve Project, [35]). В

настоящей статье мы используем концепцию авто-

модельности морского волнения, чтобы показать ее

сходство с такими фундаментальными объектами со-

временной физики, как динамические аттракторы.

Следует подчеркнуть две ключевые точки насто-

ящей работы. Во-первых, это использование специ-

альной функции источника, имитирующей генера-

цию волн ветром. Эта функция, близкая к исполь-

зуемым в моделях ветрового волнения, обеспечива-

ет точную автомодельность решений для кинетиче-

ского уравнения для глубокой воды (уравнения Хас-

сельманна), что позволяет избавиться от неавтомо-

дельного фона в численных расчетах.

Во-вторых, мы предлагаем конечномерную (кон-

кретно, двумерную) параметризацию для нестацио-

нарной (развивающееся ветровое волнение) и непре-

рывной среды (волнового спектра), что сводит зада-

чу к классическому динамическому аттрактору. Са-

ма возможность такой редукции была показана для

случая молодого ветрового волнения. Это тот ре-

жим, который обычно наблюдается в полевых экс-

периментах. Более полное исследование – предмет

наших будущих работ.

Мы показали, что классические решения

Колмогорова–Захарова, как и недавние их обобще-

ния, локализованные автомодельные спектры, могут

быть описаны как статистические аттракторы,

подобные известным статистическим аттракторам

для нелинейных уравнений в частных производных

(таких, к примеру, как солитоны неинтегрируемого

НУШ).

6. Финансирование работы. Настоящее иссле-

дование было поддержано грантом Российского на-

учного фонда # 19-72-30028 “Turbulence and coherent

structures in the integrable and non-integrable systems”

https://rscf.ru/en/project/19-72-30028/.
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