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В настоящее время изучение новых квантовых состояний и методов их генерации является важной
частью развития квантовых технологий. Одной из важнейших характеристик таких состояний является
их квантовая запутанность. Сравнительно недавно были введены добавленные когерентные состояния,
определяемые как |α, n〉 = Nn

(

â†
)

n

|α〉, где Nn – нормировочная постоянная, |α〉 – когерентное состо-
яние, а â† – оператор рождения, n – число добавленных фотонов. В данной работе впервые рассмат-
ривается квантовая запутанность таких состояний при их прохождении через светоделитель. Найдено
простое аналитическое представление волновой функции на выходных портах светоделителя и рассмот-
рена квантовая запутанность получаемых двухкубитных состояний. Показано, что новые квантовые
состояния имеют хорошие перспективы для их использования в квантовых технологиях.
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1. Введение. В современной квантовой физике,

в частности в квантовой оптике и квантовой инфор-

мации, важное место занимает изучение новых кван-

товых состояний и их квантовой запутанности [1–6].

Различные квантовые состояния и их возможность к

запутыванию находят применение в квантовой мет-

рологии [1], квантовой обработке информации [7], ли-

нейных оптических квантовых вычислениях (LOQC)

[3–5], а также при моделировании процессов кванто-

вого транспорта [2]. Запутанность может быть реали-

зована для различных квантовых состояний, вклю-

чая те, которые обладают классическими характери-

стиками, например, когерентные состояния [8]. При-

мером, иллюстрирующим идею запутанности меж-

ду классическими и квантовыми системами, явля-

ется знаменитый мысленный эксперимент с котом

Шредингера, где квантовый объект (атом) и клас-

сический объект (кот) оказываются взаимосвязаны

[9]. Генерация квантовой запутанности и формирова-

ние различной статистики фотонов обычно достига-

ются путем взаимодействия света с веществом, что

приводит к изменению статистики фотонов и, как

следствие, к их запутыванию. Одним из широко ис-

пользуемых методов для создания и управления за-

путанными фотонами является применение свето-

делителей (BS) [10–13]. Способность светоделителя

генерировать и управлять запутанностью особенно

важна для линейных оптических квантовых вычис-
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лений (LOQC) [3–5]. Исследования показывают, что

использование светоделителей позволяет достигать

высокой степени запутанности различных состояний

[5, 10, 14–18], что делает их перспективными для при-

менения в квантовых технологиях. Хорошо извест-

но, что оператор двухмодового светоделителя ÛBS,

который переводит из начального состояния |ψin〉 в

конечное состояние |ψout〉 = ÛBS|ψin〉, в квантовой

оптике определяется как [18]

ÛBS = eθ(e
iφâ

†
1â2−e−iφâ

†
2â1), (1)

где sin2 θ = R (R это коэффициент отражения BS),

φ – фазовый сдвиг, â†i и âi – операторы рождения и

уничтожения фотонов в моде i соответственно. Од-

ними из наименее изученных и перспективных для

использования в квантовых технологиях являются

добавленные когерентные состояния (добавляются

фотоны) (PACS) [8, 9, 19, 20]. Эти состояния были

впервые введены в [21] и определяются как

|α, n〉 = Nn

(

â†
)n |α〉, Nn =

1
√

n!Ln(−|α|2)
, (2)

где Nn – постоянная нормировки, |α〉 = eαâ
†−α∗â|0〉 –

когерентное состояние, а â† – оператор рождения,

Ln(x) – полиномы Лагерра, n – число добавленных

фотонов. В этом состоянии фотоны добавляются к

той же моде, что и когерентное состояние (классиче-

ское), и полученное состояние уже проявляет кван-

товые свойства. PACS обладают интересными стати-
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стическими свойствами, которые похожи на класси-

ческие когерентные состояния (CS) и квантовые со-

стояния Фока. Статистические свойства PACS явля-

ются субпуассоновскими по числу фотонов, что свя-

зано с более детерминированным поведением при об-

наружении фотонов по сравнению с когерентными

состояниями, статистика которых является пуассо-

новской [21, 22]. Функция Вигнера PACS характери-

зуется отрицательностью, что указывает на неклас-

сические состояния, и это делает их более подходя-

щими для многих приложений в квантовых техноло-

гиях [21]. Такие состояния имеют много приложений,

например, в квантовом зондировании [23] и в кана-

лах безопасности в квантовом распределении клю-

чей [22]. В целом, процесс добавления или вычитания

фотона из когерентного состояния имеет интересные

физические последствия [24].

В этой статье мы исследуем квантовую запу-

танность для состояний, полученных после про-

хождения PACS через светоделитель, т.е. состояний

|ψout〉 = ÛBS |α, n〉|β,m〉. Хорошо известно, что PACS

являются неортогональными состояниями (то же са-

мое для |ψout〉) и определение квантовой запутанно-

сти для двух или более нефакторизуемых состояний

является довольно сложной проблемой и в настоя-

щее время активно изучается [8, 19, 25–27]. В резуль-

тате в этой работе будет найдено аналитическое раз-

ложение, позволяющее легко определить состояния

после прохождения PACS через светоделитель. Это

разложение позволяет вычислить квантовую запу-

танность в аналитическом виде для двухкубитных

состояний, которые интересны не только для теоре-

тического изучения, но и для их использования в

квантовых технологиях.

Далее будем использовать атомную систему еди-

ниц: ~ = 1; |e| = 1; me = 1, где ~ – приведенная

постоянная Планка, e – заряд электрона, me – масса

электрона.

2. Квантовые состояния на выходных пор-

тах светоделителя. Рассмотрим светоделитель, на

который падают две моды электромагнитного поля,

где каждая из мод является PACS, см. рис. 1. Да-

лее можно найти |ψout〉 = ÛBS |α, n〉|β,m〉, где ÛBS

определяется выражением (1) и выбирается сдвиг

фаз в наиболее часто используемой форме, т.е. для

φ = π/2, тогда

|ψout〉 = ÛBS |α, n〉|β,m〉, ÛBS = eiθ(â
†
1â2+â

†
2â1). (3)

Добавим, что, как известно, выбор φ может быть

произвольным и физически измеримый результат на

выходных портах BS от него зависеть не будет, см.

например [18, 17]. Если же рассматривать более од-

Рис. 1. (Цветной онлайн) Показан светоделитель, на ко-
торый падают две моды PACS, где первая мода явля-
ется состоянием |α, n〉, а вторая – состоянием |β,m〉,
т.е. |ψin〉 = |α, n〉|β,m〉. Добавленные фотоны в коге-
рентных состояниях обозначены кружками. На выходе
светоделителя появляется новое состояние |ψout〉, кото-
рое является квантово запутанным (запутанность вы-
ходных состояний, т.е. нефакторизуемость, обозначена
связью)

ного BS, т.е. входное состояние на следующем BS яв-

ляется выходным состоянием на предыдущем, то сле-

дует учитывать фазу. Здесь мы рассматриваем толь-

ко один BS.

Чтобы найти |ψout〉, начальное состояние должно

быть представлено как

|α, n〉|β,m〉 = e−
|α|2

2 eαâ
†
1

√

Ln(−|α|2)
e−

|β|2

2 eβâ
†
2

√

Lm(−|β|2)
|n〉|m〉, (4)

где |n〉 и |m〉 – фоковские состояния с n и m фотона-

ми в модах 1 и 2 соответственно. Далее нам нужно

рассмотреть выражение ÛBSe
αâ

†
1eβâ

†
2 . Для этого нам

нужно воспользоваться формулой Baker–Campbell–

Hausdorff, а именно известным следствием этой фор-

мулы

eX̂eŶ = e(Ŷ+[X̂,Ŷ ]+ 1
2!
[X̂,[X̂,Ŷ ]]+ 1

3!
[X̂,[X̂,[X̂,Ŷ ]]]+··· ) eX̂ .(5)

Используя уравнение (5), можно получить следую-

щее соотношение

ÛBS eαâ
†
1eβâ

†
2 = eα̃â

†
1eβ̃â

†
2 ÛBS ,

α̃ = α cos θ + iβ sin θ, β̃ = β cos θ + iα sin θ. (6)

Добавим, что закон преобразования в α̃ и β̃ описыва-

ется матрицей BS UBS с выбранным ранее фазовым

сдвигом φ = π/2, т.е.

(

α̃

β̃

)

= UBS

(

α

β

)

, UBS =

(

cos θ i sin θ

i sin θ cos θ

)

. (7)

В результате, используя уравнение (6), получаем
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|ψout〉 =
e−

|α̃|2

2 eα̃â
†
1

√

Ln(−|α|2)
e−

|β̃|2

2 eβ̃â
†
2

√

Lm(−|β|2)
ÛBS |n〉|m〉. (8)

Выражение (8) теперь имеет новое представление, в

котором явно выделена часть ÛBS |n〉|m〉. Эта часть

ψout(α = 0, β = 0) = ÛBS |n〉|m〉 имеет хорошо из-

вестное разложение на моды Шмидта двухпортового

светоделителя, где n и m – это число фотонов в со-

стоянии Фока, падающих на первый и второй порты

соответственно. Это разложение имеет вид (напри-

мер, [18, 17]) ÛBS|n〉|m〉 =∑n+m

l=0 cl,n+m−l|l〉|n+m−l〉,
где

cl,n+m−l =

n+m
∑

k=0

An,m
k,n+m−kA

∗l,n+m−l
k,n+m−ke

−2ikθ ,

Al,n+m−l
k,n+m−k =

=

√

k!(n+m− k)!P
(−(1+n+m),n+m−k−l)
k (−3)

2
n+m

2

√

l!(n+m− l)!
, (9)

где Pα,β
γ (x) – полином Якоби. Из выражения (9) вид-

но, что общее число фотонов в состояниях |l〉|n +

+ m − l〉 всегда сохраняется и равно общему чис-

лу добавленных фотонов n + m. Далее представим

ÛBS |n〉|m〉 =
∑n+m

l=0 cl,n+m−l
(â†

1)
l

√
l!

(â†
2)

n+m−l

√
(n+m−l)!

|0〉. В ре-

зультате можно увидеть, что

|ψout〉 =
n+m
∑

l=0

cl,n+m−l

(

â†1

)l

√
l!

(

â†2

)n+m−l

√

(n+m− l)!
×

× eα̃â
†
1−α̃∗â1

√

Ln(−|α|2)
eβ̃â

†
2−β̃∗â2

√

Lm(−|β|2)
|0〉. (10)

Выражение (10) можно представить в окончатель-

ном виде через PACS

|ψout〉 =
n+m
∑

l=0

Bl |α̃, l〉|β̃, n+m− l〉,

Bl =

√

Ll(−|α̃|2)Ln+m−l(−|β̃|2)
Ln(−|α|2)Lm(−|β|2) cl,n+m−l. (11)

Из выражения (11) видно, что количество новых

PACS будет определяться общим числом добавлен-

ных фотонов n + m в |ψin〉. Это выражение име-

ет два известных предельных случая. Первый слу-

чай – это когда на светоделитель падают только фо-

тоны в состоянии Фока, т.е. когда α = β = 0, где

мы получаем хорошо известный результат [17, 18].

Второй случай – это когда фотоны не добавляются,

т.е. m = n = 0, тогда |ψout〉 = |α̃〉|β̃〉, т.е. входят и

выходят когерентные состояния. В этом случае ко-

герентные состояния также появляются на выход-

ных портах светоделителя, которые расщепляются

в соответствии с классической теорией светоделите-

лей, см. выражение (7). Кроме того, в этом случае

нет квантовой запутанности, поскольку |ψout〉 фак-

торизуются. Из выражения (11) следует один инте-

ресный вывод, указывающий на то, что добавлен-

ные фотоны в когерентных состояниях после выхо-

да из светоделителя появляются в новых состояниях

|α̃, l〉 |β̃, n + m − l〉 по закону, аналогичному закону

для фоковских состояний. Например, если рассмот-

реть состояния, в которых число добавленных фото-

нов в первой и второй модах m = n одинаково, а ко-

эффициент отражения R = 1/2, то получим состоя-

ния, похожие на состояние Holland–Burnett (HB) [28].

В состоянии HB, как известно, на выходных портах

светоделителя [28] появляются только четные фото-

ны. Это означает, что в состоянии |α̃, l〉 |β̃, n+m− l〉
у нас будут добавлены фотоны с четным числом, т.е.

l, n + m − l – четные величины. Действительно, это

можно увидеть, если заметить, что в выражение (11)

входит коэффициент cl,n+m−l, который определяет

вероятность обнаружения фотонов, но для падаю-

щих фоковских состояний, тогда как в состоянии HB

они реализуются на светоделителе для фоковских со-

стояний.

3. Квантовая запутанность двухкубитных

систем. Полученное состояние (11) не является ор-

тогональным, поэтому для нахождения квантовой

запутанности необходимо сначала определить орто-

гональный базис. В общем случае это невозможно,

но существуют методы нахождения ортогонального

базиса для двухкубитных и двухкутритных систем,

например [27, 25]. Рассмотрим здесь двухкубитные

системы, получаемые на выходных портах светоде-

лителя и соответствующие состоянию (11).

I. Число дабавленных фотонов в первой и вто-

рой модах соответсвенно: n = 0,m = 1 или n = 1,

m = 0. Рассмотрим случай n = 0, m = 1, посколь-

ку при n = 1, m = 0 нужно в итоговых выраженях

α→ β и β → α. В этом случае

|ψout〉 = B0|α̃, 0〉 |β̃, 1〉+B1|α̃, 1〉 |β̃, 0〉. (12)

Выражение (12) можно представить в ортогональной

форме, если ввести новые состояния

|0〉1 = |α̃, 0〉, |1〉1 = N1(|α̃, 1〉 − 〈α̃, 0|α̃, 1〉|α̃, 0〉),
|0〉2 = |β̃, 0〉, |1〉2 = N2(|β̃, 1〉 − 〈β̃, 0|β̃, 1〉|β̃, 0〉), (13)

где N1 и N2 – нормировочные коэфициенты, кото-

рые равны N1 = (1 − |〈α̃, 0|α̃, 1〉|2)−1 и N2 = (1 −
− |〈β̃, 0|β̃, 1〉|2)−1. В результате ортогональная вол-

новая функция будет
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|ψout〉 = {B0〈β̃, 0|β̃, 1〉+B1〈α̃, 0|α̃, 1〉}|0〉1|0〉2 +

+
B0

N2
|0〉1|1〉2 +

B1

N1
|1〉1|0〉2. (14)

Разложение на моды Шмидта для выражения (14)

было сделано в [29]. В результате получаем ортого-

нальные состояния

|ψout〉 = C+|+〉1|+〉2 + C−|−〉1|−〉2, (15)

где |C±|2 = λ±-вероятность обнаружения системы

в состояниях |±〉. В результате параметр λ± = 1
2 ±

± 1
2

√

1− 4
∣

∣

∣

B0B1

N1N2

∣

∣

∣

2

. После подстановки всех коэффи-

циентов получаем

λ± =
1

2
± 1

2

√

1− 4R(1−R)

(1 + |β|2)2 . (16)

Хорошо известно, что, зная моды Шмидта, всегда

можно вычислить квантовую запутанность, напри-

мер, используя такие меры запутанности, как энтро-

пия фон Неймана или параметр Шмидта [30]. Резуль-

таты представим в виде параметра Шмидта, кото-

рый в нашем случае равен K = (λ2++λ2−)
−1. В итоге

получим

K =
(1 + |β2|)2

1 + |β|2(2 + |β|2)− 2R(1−R)
. (17)

Легко увидеть, что максимальная запутанность бу-

дет при β = 0, R = 1/2, где параметр Шмидта

Kmax = 2. Также из выражения (17) видно, что за-

путанность не зависит от α при n = 0,m = 1, а при

n = 1,m = 0 не будет зависеть от β. Это связано

с тем, что запутанность возникает между модами,

а именно между добавленными фотонами, посколь-

ку когерентные состояния не могут быть запутаны

на светоделителе. Поскольку входящие добавленные

когерентные состояния, где число добавленных фо-

тонов ≥ 1, невозможно факторизовать с когерент-

ным состоянием, то в запутанности будут только α

или β c числом добавленных фотонов ≥ 1. Добав-

ленные когерентные состояния, где n = 0 или m = 0,

дают входящие когерентные состояния с числами α

или β соответственно, одной из которых нет в выра-

жении (17).

II. Число дабавленных фотонов в первой и вто-

рой модах: n = 1, m = 1 при коэффициенте отра-

жения R = 1/2. Случай n = 1, m = 1, где ко второй

и первой модам добавляется только по одному фото-

ну, и выполняется условие R = 1/2, является инте-

ресным для исследования. Если предположить, что

α = β = 0, то это случай Hong–Ou–Mandel (HOM)

эффекта, т.е. фотоны покидают BS только парами.

Этот случай является уникальным в квантовой опти-

ке и используется во многих областях квантовых тех-

нологий [6]. Добавим, что это частный случай состо-

яний HB при m = n = 1. В итоге возникает эффект,

аналогичный HOM интерференции, который выгля-

дит как

|ψout〉 = B0|α̃, 0〉 |β̃, 2〉+B2|α̃, 2〉 |β̃, 0〉, (18)

где |α̃, 0〉 = |α̃〉 и |β̃, 0〉 = |β̃〉, т.е. когерентные состо-

яния на выходе. Добавим, что то же самое справед-

ливо и для первого рассмотренного случая. Другими

словами, выражение (18) не имеет классической ин-

терпретации, поскольку выходные порты светодели-

теля не содержат состояний, аналогичных входным,

а добавленные фотоны выходят только парами. Да-

лее можно провести вычисления, аналогичные пер-

вому случаю, и получить

λ± =
1

2
± 1

2

√

1− (1 + |β + iα|2)(1 + |α+ iβ|2)
(1 + |α|2)2(1 + |β|2)2 . (19)

Аналогично предыдущей задаче максимальная за-

путанность будет при (1+|β+iα|2)(1+|α+iβ|2)
(1+|α|2)2(1+|β|2)2 = 1. При

этом возникает интересный случай, когда β = 0 или

α = 0, который соответствует максимальному запу-

тыванию, когда в первой или второй моде в состоя-

нии Фока находится 1 фотон, а в другой моде один

фотон добавлен к когерентному состоянию. В итое

парметр Шмидта при n = 1,m = 1 и R = 1/2 будет

K =

(

1− (1 + |β + iα|2)(1 + |α+ iβ|2)
2(1 + |α|2)2(1 + |β|2)2

)−1

. (20)

Ниже представлены результаты расчетов для двух-

кубитных систем, см. рис. 2. На рисунках 2 пара-

метры α и β выбраны действительные, хотя рису-

нок будет аналогичный рис. 2a и для любых β, ес-

ли β → |β| ≥ 1. Из рисунка 2a видно, что кванто-

вая запутанность появляется в ограниченной обла-

сти β . 1 и R ∈ (0, 1). В случае рис. 2b область не

ограничена и максимальная при β = 0 или α = 0.

Добавим, что в случае n = 0, m = 1 при β = 0 па-

раметр Шмидта K = (1 − 2R(1 − R))−1 и совпада-

ет с хорошо известным случаем для состояний Фока

[31]. Также в этом случае квантовая запутанность

достигает своего максимально возможного значения

Kmax = 2 для состояний Фока, которая, как хорошо

известно, для таких состояний Kmax = 1 + n+m. В

случае n = 1,m = 1 максимально возможная запу-

танность Kmax = 3, но, следуя выражению (20), мак-

симальная запутанность Kmax = 2, т.е. меньше, что
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Рис. 2. (Цветной онлайн) Результаты расчетов кванто-
вой запутанности: (a) – в случае n = 0,m = 1 в зави-
симости от двух основных параметров R и β; (b) – в
случае n = 1, m = 1, R = 1/2 в зависимости от двух
основных параметров α и β

говорит о недостижении максимально возможной за-

путанности при R = 1/2. Действительно, максималь-

но возможная запутанность для состояний Фока при

n = 1, m = 1 достигается при R = 1
2

(

1± 1√
3

)

, см.,

например, [31] и равна Kmax = 3, а при R = 1/2 она

совпадает с полученным здесь значением K = 2.

4. Заключение. Таким образом, в этой работе

была впервые изучена квантовая запутанность до-

бавленных когерентных состояний при их прохож-

дении через светоделитель. Полученные результаты

основаны на простом разложении волновой функции

|ψout〉 на выходных портах, см. выражение (11). По-

казано, на основании этого разложения, что итого-

вая волновые функция |ψout〉 – это суперпозиция до-

бавленных когерентных состояний, где количество

таких состояний определяется числом добавленных

фотонов n + m. Поскольку на выходе получаемая

волновая функция |ψout〉 состоит из суперпозиции не

ортогональных состояний PACS, то для поиска кван-

товой запутанности необходимо систему привести к

ортогональному базису и разложить на моды Шмид-

та. В общем случае эта задача не решаемая, но для

частных случаев это можно сделать. В этой работе

были рассмотрены такие частные случаи для двух-

битных систем, получаемых на выходных портах све-

тоделителя. Показано, что квантовая запутанность

зависит как от числа добавленных фотонов, так и от

характеристик α и β и может достигать своего мак-

симального значения. Добавим, что представленная

здесь теория может быть развита и на двухкутри-

ные системы, поскольку методы диагонализации та-

ких неортогональных состояний PACS известны [25].
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