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Исследуется недиагональная компонента корреляционной функции градиентов фазы световой вол-
ны, прошедшей стратифицированную турбулентную атмосферную трассу. В режиме слабых сцинтилля-
ций показано, что в зависимости корреляционной функции от расстояния между точками присутствует
характерный максимум, по положению которого можно определять дисперсию Рытова, как и в случае
однородной атмосферы [I. V. Kolokolov, V.V. Lebedev, and F. A. Starikov, J. Opt. Soc. Am. A 42, 1654
(2025)]. В режиме сильных сцинтилляций с ростом дисперсии Рытова расчетная корреляционная функ-
ция стремится к теоретическому выражению, полученному в предположении гауссовости огибающей
поля волны, при r < r0, где r0 – параметр Фрида.
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Исследования, посвященные вопросам распро-

странения оптических волн в турбулентной атмо-

сфере, в последнее время обрели большую актуаль-

ность не только ввиду развития астрономических

наблюдений с помощью наземных телескопов, но

также в связи с различными лазерными приложе-

ниями. Случайные флуктуации показателя прелом-

ления среды, вызванные атмосферной турбулентно-

стью, приводят к ухудшению качества пучка оптиче-

ского излучения. На компенсацию негативного вли-

яния атмосферы нацелены адаптивные методы кор-

рекции фазы оптического сигнала [1, 2], однако для

определения условий их применимости требуется ин-

формация о свойствах атмосферы.

Особенности распространения световых волн в

турбулентной среде изучаются с момента формиро-

вания общей теории турбулентности [3–7]. Ее раз-

витие позволило описывать статистические свойства

световых волн в атмосфере с помощью интеграль-

ных параметров [8–10], определение которых, кро-

ме практического, имеет и фундаментальное значе-

ние. Среди них параметр Фрида r0 [11], введенный в

рамках колмогоровской модели [3–7]; внешний мас-

штаб турбулентности L0 – характерный максималь-
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ный размер вихря, с которого начинается энергетиче-

ский каскад и который определяет общий (глобаль-

ный) наклон волнового фронта излучения [12]; дис-

персия Рытова σ2
R, характеризующая уровень сцин-

тилляций (сильных флуктуаций интенсивности), ко-

торые представляют особую проблему для адаптив-

ной оптики.

В системах атмосферной адаптивной оптики час-

то используется датчик волнового фронта Шака–

Гартмана с растром микролинз [13], на который пе-

рестраивается излучение с приемной апертуры. Ес-

ли размер микролинз достаточно мал по сравнению

с размером фазовых неоднородностей, то положе-

ние фокальных пятен дает распределение градиен-

тов фазы ϕ волны, по которому можно вычислить

их матрицу корреляций Qαβ(r) = 〈∂α1
ϕ(r1)∂β2

ϕ(r2)〉,

где r = r1 − r2, r1 = (x1, y1), r2 = (x2, y2), α и β при-

нимают значения x и y, а угловые скобки означают

статистическое усреднение.

Параметр Фрида r0 и внешний масштаб турбу-

лентности L0 играют особую роль, поскольку сов-

местно определяют радиус корреляции поля излу-

чения и, соответственно, размер пятна фокусиров-

ки [14]. Оценить параметр Фрида r0 вначале предла-

галось по измерению дисперсии турбулентного дро-

жания фокального пятна микролинзы в любой суб-
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апертуре растра, т.е. по Qxx(0) или Qyy(0) [11]. Но

неизбежное дрожание подвижных элементов оптиче-

ской системы вызывает появление паразитного гло-

бального наклона волнового фронта, одинакового

для всех субапертур. Он дополнительно уширяет

фокальное пятно и искажает измерения.

Преодолеть эту проблему позволила DIMM

(Differential Image Motion Monitor)-методика [15, 16],

основанная на определении дисперсии разности

градиентов фазы в двух разнесенных субаперту-

рах, что сводится к вычислению диагональных

компонент матрицы корреляций градиентов фа-

зы: Qxx(0) − Qxx(r) или Qyy(0) − Qyy(r). Но

DIMM-методика избегает влияния на определяемое

значение r0 не только паразитных, но и связанных с

конечностью L0 турбулентных глобальных наклонов

фазы, поэтому информация о внешнем масштабе L0

оказывается упущенной.

В работе [17] был предложен новый метод опре-

деления параметра Фрида r0, основанный на анализе

недиагональной компоненты корреляционной функ-

ции градиентов фазы излучения Qxy(r). Метод, в

отличие от DIMM-методики, не зависит от разме-

ра микролинзы и при этом нечувствителен к на-

личию глобального наклона волнового фронта лю-

бой природы. Привлечение затем диагональной ком-

поненты корреляционной функции градиентов фа-

зы позволяет определять и внешний масштаб тур-

булентности L0. Метод [17] прошел апробацию в ла-

бораторных экспериментах [18], где создавалась ис-

кусственная турбулентность колмогоровского типа,

а также в натурных экспериментах на вертикальной

и горизонтальных атмосферных трассах [19]. Обра-

ботка экспериментальных данных доказала эффек-

тивность предложенного метода и позволила извлечь

значения r0 и L0, согласующиеся с эксперименталь-

ной величиной расходимости излучения.

В работе [20], применяя теорию возмущений, под-

ход [17] был распространен на случай влияния сла-

бых сцинтилляций, где обнаружилась возможность

определения дисперсии Рытова. Оказалось, что при

σ2
R < 1 значение σ2

R можно найти по положению

максимума, который проявляется в радиальном рас-

пределении Qxy, полученном аналитически в нуле-

вом порядке теории возмущений. В работе [21] бы-

ло продемонстрировано хорошее согласие результа-

тов численного моделирования с аналитическими со-

отношениями [20]. Однако, результаты [20, 21] были

получены для однородной турбулентной трассы, в

то время как в условиях распространения оптиче-

ского пучка вдоль вертикальных и наклонных атмо-

сферных трасс влияние флуктуаций показателя пре-

ломления среды на статистические свойства свето-

вой волны неравномерно. В этом случае детальное

исследование матрицы корреляций градиентов фазы

не проводилось.

Наконец, представляет интерес случай сильных

сцинтилляций, возникающих при значениях диспер-

сии Рытова σ2
R > 1. В работе [22] в приближении

гауссовой статистики амплитуды поля [23–25] найде-

но аналитическое выражение для матрицы корреля-

ций фазовых градиентов в случае сильных сцинтил-

ляций, применимое и для однородной, и для стра-

тифицированной атмосферы. Численное моделиро-

вание в однородной атмосфере показало [22], что ре-

зультат расчета Qxy постепенно приближается к тео-

ретическому выражению по мере увеличения диспер-

сии Рытова, если r < r0. Для больших r поведение

расчетной корреляционной функции существенно от-

личается из-за нарушения гауссовой статистики.

Цель настоящей работы – исследовать свойства

недиагональной компоненты Qxy для стратифициро-

ванной атмосферы в режиме и слабых, и сильных

сцинтилляций.

Опишем постановку задачи, а также приведем

основные соотношения, используемые в работе. Мы

рассматриваем монохроматическую плоскую волну,

распространяющуюся в атмосфере с Земли вдоль

вертикальной трассы. Интенсивность поля излуче-

ния мала, поэтому учитываем только линейную ре-

фракцию излучения на неоднородностях среды, пре-

небрегая молекулярным и аэрозольным рассеянием,

а также поглощением излучения средой. Поле волны

описывается в терминах плавной амплитуды (огиба-

ющей) Ψ, поскольку предполагаем, что все харак-

терные масштабы задачи (размер пучка, длина трас-

сы распространения) значительно превышают длину

волны света λ. Эволюция амплитуды Ψ при распро-

странении волны описывается волновым уравнением

в параболическом приближении:

i∂zΨ+
1

2k0
(∂2

x + ∂2
y)Ψ + k0nΨ = 0, (1)

где Ψ – трехмерное комплексное поле, k0 = 2π/λ –

волновой вектор, n – флуктуационная часть показа-

теля преломления.

Статистические свойства флуктуаций показателя

преломления описываются структурной функцией

[6, 7]:

D(r, z) = 〈[n(r1, z)− n(r2, 0)]
2〉 = C2

n(r
2 + z)1/3, (2)

где степенная зависимость (2) справедлива для рас-

стояний r, лежащих в пределах инерционного интер-
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вала от минимального размера турбулентного вихря

l0 до максимального L0 – внешнего масштаба турбу-

лентности. Величина C2
n в (2) – структурная харак-

теристика показателя преломления – характеризует

силу турбулентных флуктуаций n.

Индикатриса рассеяния света на турбулентных

неоднородностях вытянута вдоль направления рас-

пространения волны, поэтому справедливо прибли-

жение δ-коррелированности флуктуаций n по z:

〈n(r1, z)n(r2, 0)〉 → δ(z)C2
nA(r), (3)

где δ(z) – дельта-функция, а величина A(r) опре-

деляется двумерным спектром флуктуаций n. Для

спектра турбулентности фон Кармана [26] функция

A(r) из (3) при малости параметра r/L0 (см. также

[27]) имеет вид [17]:

A(r) = const − 1.457r5/3 + 1.173

(

2π

L0

)1/3

r2, (4)

где (2π/L0) – наименьшая пространственная часто-

та, связанная с конечным внешним масштабом тур-

булентности L0.

Статистические свойства поля оптической волны

можно описать поперечной корреляционной функци-

ей комплексной амплитуды поля:

F (r1, r2, z) = 〈Ψ(r1, z)Ψ
∗(r2, z)〉, (5)

где r1 = (x1, y1), r2 = (x2, y2).

Для статистически однородной и изотропной тур-

булентности корреляционная функция (5) зависит

только от расстояния между двумя точками r =

= |r1 − r2| =
√

x2 + y2. В этом случае для спектра

фон Кармана уравнение для корреляционной функ-

ция поля, выведенное из (1) с учетом (3) и (4), в ряде

случаев может быть решено аналитически [17]. Реше-

ние в случае исходно плоской волны имеет вид:

F (r) = F (0) exp

{

−3.44

(

r

r0

)

[

1− 1.485

(

r

L0

)1/3
]}

.

(6)

В случае стратифицированной атмосферы и исходно

плоской волны, входящий в (6), параметр Фрида r0
определяется профилем C2

n на трассе распростране-

ния [1]:

r
−5/3
0 = 0.423k20

z
∫

0

dζC2
n(ζ). (7)

Режим распространения волны характеризуется

дисперсией Рытова σ2
R, отражающей уровень флук-

туаций логарифма интенсивности поля. Для стра-

тифицированной атмосферы и для исходно плоской

волны выражение для σ2
R имеет вид [28]:

σ2
R = 2.25k

7/6
0 z5/6

z
∫

0

dζ(1 − ζ/z)5/6C2
n(ζ), (8)

откуда для однородной трассы (C2
n = const) [1]:

σ2
R = 1.23C2

nk
7/6
0 z11/6. (9)

Как видно из (7), (9), в условиях однородной ат-

мосферы есть универсальная связь параметра Фрида

с дисперсией Рытова:

σ2
R = 2.91

[

z

k0r20

]5/6

, (10)

а в стратифицированной атмосфере эта связь зави-

сит от конкретного профиля C2
n на трассе.

В условиях слабых сцинтилляций, когда σ2
R ≤ 1,

искажения фазы поля Ψ не возмущают амплитуду

|Ψ| поля значительно. В этом случае уравнение (1)

может быть решено для величины η = ln(Ψ/Ψ0) в

рамках нулевого порядка теории возмущений, где

Ψ0 – решение (1) при n = 0. В этих условиях в [20]

было найдено выражение для недиагональной ком-

поненты матрицы корреляций градиентов фазы при

C2
n = const, которое не зависит от L0:

Qxy(x, y) = −0.957
1

r1/3r
5/3
0

[1 + f2(ξ)]
xy

r2
, (11)

где [20]

f2(ξ) = −3Γ

(

11

6

)

Re

[

(

ξ

i

)7/6

1F1

(

1

6
, 3, iξ

)

]

,

ξ =
k0r

2

4z
=

0.9

(σ2
R)

6/5

(

r

r0

)2

.

График функции f2(ξ) можно найти в [20]. Функ-

ция f2 равна нулю при ξ = 0 и стремится к 1 при

ξ → ∞. При проведении детальных численных рас-

четов уравнения (1) в работе [21] было получено хо-

рошее согласие расчетных данных с аналитическим

выражением (11) при σ2
R ≤ 0.5. Это означает, что ну-

левого приближения теории возмущений достаточно

для качественного описания ситуации. Для страти-

фицированной атмосферы подобное (11) аналитиче-

ское выражение получить не удается.
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Рис. 1. Распределение интенсивности поля излучения I в плоскости регистрации и ее профиль по оси x при y = 0 при
σ2
R = 1, r0 = 13 см и L0 = 20м. Штрих – профиль I при z = 0

Интересно, что аналитическое выражение для

функции Qxy (11) для σ2
R < 1 имеет максимум при

r = r∗, положение которого для однородной трассы

связано с дисперсией Рытова как [20]

σ2
R = 0.43(r∗/r0)

5/3. (12)

Хотя дисперсию Рытова можно найти прямо из

(10), определив r0 по периферийной зоне (11) соглас-

но [17], наличие соотношения (12) дает дополнитель-

ную возможность определять значение σ2
R . Поэтому

возникает закономерный вопрос, имеется ли анало-

гичная возможность определения дисперсии Рытова

в более общих условиях стратифицированной атмо-

сферы, где (10) не выполняется. На этот вопрос от-

ветить можно только численно.

В случае сильных сцинтилляций, когда σ2
R > 1,

флуктуации поля волны растут, что ведет в итоге к

возникновению сильных флуктуаций интенсивности.

В режиме сильных сцинтилляций теория возмуще-

ний при решении уравнения (1) неприменима. Одна-

ко в [22] было показано, что связь между корреля-

ционными функциями градиентов фазы и поля вол-

ны можно получить в приближении гауссовой стати-

стики огибающей поля Ψ, которое выполняется при

r ≤ r0. Связь имеет вид:

Qαβ(x, y) =
1

2
ln

[

1−
F 2(r)

F 2(0)

]

∂α∂β ln
F (r)

F (0)
, (13)

и она справедлива как для однородной, так и для

стратифицированной атмосферы. В [22] в численных

расчетах были проверены справедливость и границы

применимости формулы (13) в случае однородной ат-

мосферы. В настоящей работе мы осуществляем это

для атмосферы стратифицированной.

Остановимся на деталях расчета. В численном

эксперименте световой пучок с длиной волны λ =

= 0.55мкм распространяется вертикально вверх по

стратифицированной турбулентной трассе. Размер

круглой апертуры исходного пучка D ≫ r0, т.е. зна-

чительно превышает характерный пространствен-

ный масштаб турбулентных неоднородностей. Таким

образом, влияние конечности апертуры пучка на его

приосевые пространственные статистические харак-

теристики минимально, что позволяет моделировать

режим распространения бесконечно плоской волны в

атмосфере.

Распространение волны в среде описывается эво-

люцией комплексной амплитуды поля Ψ в соответ-

ствии с уравнением (1). В качестве начальных усло-

вий для уравнения (1) задавалось поле Ψ(x, y, z = 0)

с исходно плоским волновым фронтом. Срез распре-

деления интенсивности поля I = |Ψ|2 при z = 0 пока-

зан на рис. 1. На периферии профиль интенсивности

исходного пучка спадает по супергауссовому закону.

Уравнение (1) решается конечно-разностным ме-

тодом с расщеплением по направлениям (для ди-

фракционного оператора) и физическим процессам

(дифракция и рефракция) [29]. Турбулентная ат-

мосфера представляется набором тонких фазовых

экранов, расположенных перпендикулярно оси z

[30, 31]. Дифракция излучения учитывается в проме-

жутках между экранами: уравнение (1) при n = 0 ре-

шается с использованием разностной схемы Ладаги-

на [32], обладающей нулевой амплитудной ошибкой и

фазовой погрешностью четвертого порядка при ин-

тегрировании дифракционного оператора. Рефрак-

ция волны на неоднородностях n учитывается путем

умножения поля после расчета дифракции на теку-

щем шаге на фазовый множитель, соответствующий

фазовому экрану. Дисперсия фазы на экране не пре-

вышает 1 рад2.

Статистика турбулентности для цепочки экра-

нов описывалась моделью фон Кармана для про-

странственного спектра флуктуаций показателя пре-
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Рис. 2. Корреляционная функция F (r) при σ2
R = 0.5, r0 = 50 см (слева), σ2

R = 5.9, r0 = 4.5 см (справа). Штриховая
линия – аналитическое выражение (6), сплошная линия – расчет

ломления n при характерном внешнем масштабе

турбулентности L0 = 20м во всех расчетах ни-

же. Наименьший масштаб пространственных неодно-

родностей – порядка размера шага расчетной сетки

в плоскости (x, y).

При генерации экранов крупномасштабные тур-

булентные неоднородности моделировались с помо-

щью метода субгармоник [33] вместе с классическим

спектральным методом [30, 31]. Суть метода субгар-

моник состоит в итеративном сгущении узлов рас-

четной сетки в плоскости пространственных частот

вблизи нулевой гармоники. На каждой итерации сгу-

щения к пространственному спектру фазы добав-

ляются дополнительные 32 гармоники с волновы-

ми векторами в три раза меньшими, чем предыду-

щие. Таким образом, можно правильно воспроиз-

вести пространственное поведение корреляционной

функции поля (6) при больших L0 без увеличения

размера счетной области. В расчетах число итераций

сгущения варьировалось от 5 до 7.

Профиль структурной характеристики показате-

ля преломления C2
n(z) описывался моделью [34], для

которого с ростом координаты z над уровнем Зем-

ли величина C2
n снижалась на несколько порядков.

В расчетах длина турбулентной трассы составляла

30 км. Для такой неоднородной трассы интегральные

параметры r0 и σ2
R находились из (7) и (8).

В конце турбулентной трассы регистрируется

случайная реализация поля Ψ(x, y). Распределение

интенсивности поля I(x, y) для одной из таких реа-

лизаций показано на рис. 1. Там же показан срез I(x)

по оси x при y = 0.

При прохождении волны вдоль трассы, формиру-

емой различными реализациями экранов, формиро-

валась выборка, для которой находились усреднен-

ные характеристики поля излучения. В расчетах раз-

мер выборки варьировался от 300 до 600 реализаций.

Для оценки точности численного метода после се-

рии регистрируемых в конце случайных реализаций

поля Ψ(x, y) рассчитывалась корреляционная функ-

ция поля (5). Распределение, полученное в расче-

те, сравнивалось с аналитическим выражением (6).

На рисунке 2 показан пример корреляционной функ-

ции поля Ψ, полученной в расчете и аналитически

при слабых и сильных сцинтилляциях. Как следует

из (6), для однородной и изотропной турбулентно-

сти корреляционная функция поля зависит только

от расстояния r между двумя точками поля, а так-

же является действительной величиной. Этот факт

подтверждается и в расчете. Видно, что расчет до-

статочно хорошо воспроизводит аналитические рас-

пределения, что говорит об адекватности численной

модели.

Перейдем к результатам, полученным для кор-

реляционной функции градиентов фазы волны. Как

ранее отмечалось, мы рассматриваем недиагональ-

ную компоненту Qxy матрицы корреляций градиен-

тов фазы. В расчетах Qxy(r) = 〈∂x1
ϕ(r1)∂y2

ϕ(r2)〉 на-

ходится в результате усреднения по ансамблю реали-

заций, а градиент фазы определяется из выражения:

∇ϕ =
Ψ∗∇Ψ−Ψ∇Ψ∗

2i|Ψ|2
.

Мы приводим зависимость Qxy от расстояния r на

линии x = y. На рисунке 3 представлен такой срез

для случая стратифицированной трассы в режиме,

когда σ2
R ≪ 1. Здесь также дана аналитическая зави-

симость (11) для однородной атмосферы при том же

значении дисперсии Рытова. Видно, что расчет для

стратифицированной атмосферы качественно повто-

ряет аналитическое поведение, полученное для од-

нородной трассы. В расчете наблюдается максимум

функции Qxy(r), причем его положение достаточно

близко к наблюдаемому в однородной атмосфере.
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Рис. 3. Корреляционная функция Qxy(r) на линии
x = y в стратифицированной атмосфере при σ2

R = 0.05,
r0 = 100 см: маркеры – расчет, сплошная линия – ана-
литическое выражение (11) для однородной атмосферы
с тем же значением σ2

Зависимость σ2
R(r

∗), где r∗ – положение максиму-

ма, показана на рис. 4. Видно, что результаты расче-

та для стратифицированной трассы достаточно хоро-

шо описываются выражением (12), полученным для

однородной атмосферы при σ2
R < 1. Это свидетель-

ствует об универсальности подхода к определению

σ2
R из анализа профиля недиагональной компоненты

Qxy в условиях слабых сцинтилляций.

Рис. 4. Зависимость σ2
R от r∗, при которой наблюдает-

ся максимум корреляционной функции Qxy в случае
однородной (темные маркеры) и стратифицированной
(светлые маркеры) атмосферы

В условиях сильных сцинтилляций величина

σ2
R > 1. С ростом флуктуации фазы волны все

сильнее возмущают ее амплитуду, что приводит к

значительным флуктуациям интенсивности волны

в конце трассы. Результаты расчетов Qxy, пред-

ставленные на рис. 5, показывают, что с ростом σ2
R

расчетная кривая постепенно “отрывается” от ана-

литической кривой (11) при слабых сцинтилляциях

Рис. 5. Корреляционная функция Qxy(r) на линии
x = y в стратифицированной атмосфере при σ2

R = 1,
r0 = 13 см; σ2

R = 3, r0 = 6.8 см и σ2
R = 5.9, r0 = 4.5 см

(сверху вниз) в расчете (маркеры). Сплошная линия –
выражение (11) при тех же σ2

R, штриховая линия – вы-
ражение (13)

и приближается к аналитической кривой (13) при

сильных сцинтилляциях. Кроме того, аналогично

[22], при больших σ2
R аналитика выполняется при

r < r0, поскольку с расстояния r ∼ r0 начинается

нарушение гауссовой статистики, и расчетная кри-

вая при r ≫ r0 стремится к теоретическому пределу

для слабых сцинтилляций [22, 35].

Итак, в настоящей работе методом численно-

го моделирования проведено исследование недиаго-

нальной компоненты Qxy матрицы корреляций гра-

диентов фазы поля плоской волны, распространя-

ющейся в стратифицированной турбулентной атмо-

сфере при различной силе турбулентности.

В режиме слабых сцинтилляций поля волны, ко-

гда дисперсия Рытова σ2
R < 1, в рамках нулево-

го приближения теории возмущений для однородной

турбулентной трассы ранее в [20] было найдено ана-
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литическое решение для Qxy (11), которое находится

в хорошем согласии с результатами детальных чис-

ленных расчетов [21]. В настоящей работе показано,

что в условиях стратифицированной трассы поведе-

ние Qxy качественно такое же, как и в однородной

атмосфере. В частности, в пространственном распре-

делении Qxy присутствует характерный максимум,

положение которого с хорошей точностью соответ-

ствует случаю однородной атмосферы при одинако-

вых значениях дисперсии Рытова σ2
R. Это означает,

что методика определения дисперсии Рытова, пред-

ложенная в [20] для случая однородной атмосферы,

сохраняет силу и для атмосферы стратифицирован-

ной, что позволяет применять ее в лазерных экспе-

риментах не только на горизонтальных, но и про-

извольно наклонных трассах, а также при наблю-

дении звезд. Это дает возможность усовершенство-

вания оптического диагностического комплекса (см.

[14]) по определению интегральных параметров, ха-

рактеризующих излучение и атмосферу.

В режиме сильных сцинтилляций, когда σ2
R > 1,

с увеличением σ2
R результат численного моделиро-

вания Qxy(r) на расстояниях r < r0 приближается

к полученному (и проверенному в расчетах для од-

нородной атмосферы) аналитическому выражению

(13) [22], что подтверждает его справедливость и для

стратифицированной атмосферы. При r > r0 с уве-

личением r, как и в [22], результаты расчета стремят-

ся к теоретическому пределу для слабых сцинтил-

ляций.

В заключение отметим, что теоретические [36, 37]

и экспериментальные [38, 39] работы, посвященные

определению градиентов фазы и восстановлению

сингулярных волновых фронтов с помощью дат-

чика Шака–Гартмана, подтверждают возможность

определения Qxy(r) в режиме сильных сцинтилля-

ций. В настоящей работе используется колмогоров-

ская модель турбулентности с ограничением спектра

на низких пространственных частотах, которая при

определенных условиях может нарушаться различ-

ным образом (см., например, [40]). Влияние неколмо-

горовских особенностей турбулентности требует от-

дельного рассмотрения и лежит за рамками настоя-

щей работы.
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