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Рассмотрено рассеяние рентгеновских пучков от изогнутого латерального кристалла для трех случа-
ев Брэгг–Лауэ дифракции. На основе двумерных рекуррентных соотношений динамической дифракции
разработан алгоритм вычисления карт распределения интенсивности рассеяния в обратном простран-
стве. Выполнено численное моделирование картирования в зависимости от области засветки рентгенов-
ским пучком боковой грани и верхней поверхности кристалла. Для трех случаев вычислено распределе-
ние дифрагированной рентгеновской интенсивности внутри изогнутого латерального кристалла.
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1. Введение. Под латеральными кристаллами

(ЛК) понимают периодические структуры прямо-

угольного или произвольного поперечного сечения.

Рентгеновские кривые качания от плоского ЛК в

рамках динамической дифракции вычислялись с ис-

пользованием уравнений Такаги–Топена [1–3].

В последние годы для определения различных

искажений в монокристаллах и наноструктурирован-

ных системах все чаще используется метод высоко-

разрешающей рентгеновской трехосевой дифракто-

метрии [4]. Схема трехосевой дифрактометрии впер-

вые была предложена в [5] для исследования теп-

лового диффузного рассеяния в кристаллах. Одна-

ко эта работа не нашла последующего развития,

поскольку не был сделан упор на исследование де-

фектов в кристаллических структурах. В современ-

ной реализации метод трехосевой дифрактометрии

описан в работе [4]. В середине восьмидесятых го-

дов прошлого столетия этот метод использовался

для исследования тонких пленок и приповерхност-

ных кристаллических слоев [6]. Из-за несовершен-

ства технологических процессов и ограничения до-

ступа к источникам синхротронного излучения кар-

ты распределения интенсивности рассеяния в обрат-

ном пространстве (reciprocal space maps, RSMs) с

использованием трехосевой дифрактометрии изме-

рялись крайне редко. С введением новых источни-

ков синхротронного излучения третьего и четвер-

того поколения и созданием различных структур

наноэлектроники и микроэлектромеханических си-

стем [7], метод трехосевой дифрактометрии не толь-
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ко не утратил актуальности, но и успешно развива-

ется [8]. Этот метод более трудоемкий, чем двухкри-

стальная дифрактометрия, однако является более

информативным. Трехосевая дифрактометрия поз-

воляет измерять карты распределения интенсивно-

сти рассеяния вблизи узла обратной решетки как

для диффузного, так и когерентного рассеяния [8].

Несмотря на то, что картирование является наибо-

лее перспективным методом получения информации

о структуре исследуемых объектов, оно крайне ред-

ко используется для изучения изогнутых кристал-

лов. Это связано с рядом причин, прежде всего с

отсутствием алгоритмов вычисления карт в обрат-

ном пространстве с целью извлечения данных о рас-

пределении деформаций. Практически во всех рабо-

тах расчетные профили кривых качания от изогну-

тых кристаллов являются ошибочными, поскольку

получены при решении одномерной дифракционной

задачи.

Впервые вычисление карт распределения дифра-

гированной интенсивности вблизи узла обратной ре-

шетки от совершенного плоского ЛК выполнено на

основе новых двумерных рекуррентных соотношений

(ДРС) дарвиновского типа [9]. В рамках этого под-

хода исследована Брэгг–Лауэ дифракция в зависи-

мости от размеров латеральной структуры [10].

Изогнутые ЛК широко применяются в различ-

ных сферах человеческой деятельности, например, в

оптике рентгеновского и синхротронного излучения,

обеспечивая необходимую фокусировку для различ-

ных исследований [11, 12], могут выступать в каче-

стве волноводов для пучка релятивистских заряжен-

ных частиц благодаря явлению каналирования [13],
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использоваться в структуре чипов микроэлектроме-

ханических систем [7].

В серии работ японских физиков (см. [14] и ссыл-

ки в этой статье) исследовались рентгеновские ин-

терференционные полосы от миражных дифракци-

онных пучков [15], возникающих в изогнутом ЛК.

В частности, описаны характеристики трехкристаль-

ного дифрактометра с использованием миражной

дифракции [16]. Также полосы миража использова-

лись для оценки градиента деформации в изогнутом

кристалле [17]. Ранее были получены ДРС для неде-

формированных совершенных кристаллов [9]. В дан-

ной работе ДРС впервые обобщены на случай дефор-

мированных кристаллов.

Поскольку вычисление карт интенсивности рас-

сеяния вблизи узла обратной решетки от изогнутого

ЛК не проводилось, настоящая работа посвящена ис-

следованию данной проблемы.

2. ДРС в случае изогнутых кристаллов.

Двумерные рекуррентные соотношения для прохо-

дящей T и дифрагированной S волны в планарном

совершенном кристалле получены в работе [9]. Рент-

геновская Лауэ-дифракция в деформированных кри-

сталлах с термомиграционными каналами на основе

ДРС исследовалась в [18]. Далее, в рамках ДРС рас-

смотрим описание дифракции в деформированных

кристаллах в геометрии Брэгга. В этом случае ДРС

можно записать в виде:

Tm
n+1 =

(

aTm−1
n + b1S

m−1
n

)

fm
n+1,

Sm
n =

(

aSm−1
n+1 + b2T

m−1
n+1

)

gmn , (1)

где a = (1 − iq0) exp(iφ), b1 = −iq̄ exp(iφ), b2 =

= −iq exp(iφ), q0 = −πχ0d/(λγ0), q = Cπχhd/(λγ0),

q̄ = Cπχh̄d/(λγ0), d – период отражающих атомных

плоскостей, λ – длина волны рентгеновского излуче-

ния, C – фактор поляризации рентгеновских лучей,

γ0 = sin θB, θB – угол Брэгга, χg = −r0λ
2Fg/(πVc) –

Фурье-компоненты рентгеновской поляризуемости,

g = 0, h, h̄. Здесь Vc – объем элементарной ячейки,

r0 = e2/(mc2) – классический радиус электрона e,

m – заряд и масса электрона, Fg – структурный фак-

тор, h = 2π/d – величина вектора обратной решетки.

Параметр φ = 2πd(λ sin θB)
−1 в динамических коэф-

фициентах a и b1,2 соотношений (1) на сетке для чис-

ленных расчетов учитывает разность фаз, возникаю-

щую при распространении падающей рентгеновской

волны в совершенном кристалле от одного узла до

другого. ДРС (1) записаны в прямоугольной системе

координат, в которой ось x направлена вдоль входной

поверхности кристалла, ось z направлена вглубь пе-

риодической структуры. В двумерной вычислитель-

ной сетке ось z разбивается на равные отрезки d,

соответствующие периоду решетки кристалла. От-

резки нумеруются сверху вниз 1, 2, . . . , n, . . . , Nz, где

Nz – число отражающих атомных плоскостей, n за-

дает номер узла в вертикальном направлении. Ось x

разбивается на отрезки ∆x = d cot θB. Расположения

этих отрезков имеют нумерацию 1, 2, . . . ,m, . . . ,Mx,

где m – номер узла в горизонтальном направлении,

а Mx – число узлов вдоль оси x.

В континуальной модели среды деформации ре-

шетки в уравнениях Такаги–Топена задаются фазо-

вым фактором φ(x, z) = exp
[

ihuz(x, z)
]

, где uz(x, z) –

проекция вектора атомных смещений в деформи-

рованной кристаллической решетке на направление,

перпендикулярное отражающим атомным плоско-

стям [19]. Функция uz(x, z) в случае изогнутого кри-

сталла запишется в виде суммы:

uz(x, z) = uz(x) + uz(z), uz(x) =
x2

2R
,

uz(z) =



















−ν

(

z − Lz/2
)2

2R
, z ≤ Lz/2,

+ν

(

z − Lz/2
)2

2R
, z > Lz/2,

R – радиус изгиба кристалла, ν – коэффициент

Пуассона (зависит от модулей упругости и ориента-

ции кристалла), Lz – толщина кристалла. При пе-

реходе от континуальной среды к дискретной мо-

дели кристалла расстояние вдоль горизонтально-

го направления для произвольного узла m равно

xm = (m−Mx/2)∆x, расстояние вглубь кристалла

определяется как zn = nd. Смещение узла (m,n) в

изогнутом кристалле задается в виде

um,n =
1

2R















x2
m − ν

(

Lz

2
− zn

)2

, zn ≤
Lz

2

x2
m + ν

(

Lz

2
− zn

)2

, zn >
Lz

2

. (2)

В ДРС (1) для изогнутого кристалла множители

fm
n = exp

(

ih[um,n − um−1,n−1]
)

, gmn = exp
(

−ih[um,n −

− um−1,n+1]
)

являются аналогами функций φ(x, z) и

φ∗(x, z) континуальной модели структуры [19].

Рассмотрим три конфигурации Брэгг–Лауэ ди-

фракции в изогнутом ЛК (рис. 1). Падающий рентге-

новский пучок ограничен входной щелью, а дифра-

гированный – апертурой детектора. В первом слу-

чае рентгеновский пучок падает на входную поверх-

ность и левую боковую грань изогнутого кристалла

(рис. 1a). Граничные условия дифракционной задачи

на левой боковой грани кристалла имеют вид:
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Рис. 1. (Цветной онлайн) Схемы Брэгг–Лауэ рентгенов-
ской дифракции в латеральном изогнутом кристалле.
Вектор s0 задает напрваление падающего пучка, век-
тор sh – дифрагировнанного. Падающий рентгенов-
ский пучок засвечивает: (a) и (c) – верхнюю поверх-
ность и левую боковую грань кристалла; (b) – верх-
нюю поверхность кристалла. Дифрагированная интен-
сивность регистрируется: (a) – с верхней поверхности
кристалла; (b) и (c) – с верхней поверхности и правой
боковой грани кристалла

T 0
n = exp

(

i
2π

λ

[

nd+ u0,n

]

sin θ1

)

, (3)

а на верхней входной поверхности кристалла:

Tm
0 = exp

(

i
2π

λ

[

m∆x cos θ1 + um,0 sin θ1
]

)

. (4)

Детектор регистрирует дифракционную интенсив-

ность, выходящую только с верхней поверхности

кристалла. Во втором случае (рис. 1b) рентгеновский

пучок засвечивает только входную поверхность кри-

сталла, поэтому следует использовать только гра-

ничное условие (4). Детектор регистрирует дифрак-

ционную интенсивность, выходящую с верхней по-

верхности и правой боковой грани кристалла. На-

Рис. 2. (Цветной онлайн) Распределение дифрагиро-
ванной интенсивности внутри изогнутого кристалла
(радиус изгиба R = 1м) при различных угловых откло-
нениях падающего пучка от угла Брэгга: (a) – ∆θ1 = 0;
(b) – ∆θ1 = 2 угл. с; (c) – ∆θ1 = 4 угл. с

конец, в третьей конфигурации (кристалл “купает-

ся” в падающем пучке), применяются условия (3) и

(4). Детектор регистрирует дифракционную интен-

сивность с верхней поверхности и правой боковой

грани кристалла. В соотношениях (3) и (4) угол па-

дения рентгеновского пучка θ1 = θB +∆θ1, где ∆θ1 –

отклонение от угла Брэгга.

Определим угол отражения рентгеновского пуч-

ка от ЛК как θ2 = θB + ∆θ2, где ∆θ2 – отклоне-

ние от угла Брэгга дифрагированного пучка. Тогда

детектор соберет дифрагированную интенсивность

I(qx, qz) = |S(qx, qz)|
2, где амплитуда в случае два

и три равна

S(qx, qz) =

Mx
∑

m=0

Sm
0 Φ(1)

m +

Nz
∑

n=1

SMx

n Φ(2)
n , (5)

Φ(1)
m = exp

(

−i
2π

λ

[

m∆x cos θ2 − um,0 sin θ2
]

)

,

Φ(2)
n = exp

(

−i
2π

λ

[

Mx∆x cos θ2 − (nd+ u0,n) sin θ2
]

)

.
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Рис. 3. (Цветной онлайн) Расчетные карты RSM Брэгг–Лауэ рентгеновской дифракции в изогнутом ЛК. Падающий
рентгеновский пучок засвечивает: (a) и (c) – поверхность и левую боковую грань кристалла; (b) – поверхность кри-
сталла. Дифрагированная интенсивность регистрируется: (a) – с поверхности кристалла; (b) и (c) – с поверхности и
правой боковой грани кристалла

Для первой конфигурации S(qx, qz) =
∑Mx

m=0 S
m
0 Φ

(1)
m .

Угловые отстройки ∆θ1,2 связаны с проекциями от-

клонения вектора дифракции от узла обратной ре-

шетки соотношениями qx = k sin θB(∆θ1 − ∆θ2) и

qz = −k cos θB(∆θ1 +∆θ2) [9].

3. Численное моделирование. Численные

расчеты рентгеновской дифракции от изогну-

тых кристаллов кремния выполнены для сим-

метричного (333) отражения σ-поляризованного

рентгеновского CuKα1-излучения. Значения

Фурье-коэффициентов рентгеновских поляризу-

емостей получены с использованием сервера “X-Ray

Server” [20] и равны χ0 = (−15.127 + i · 0.350)× 10−6,

χh = (−4.497 + i · 0.218) × 10−6. Длина первичной

брэгговской экстинкции для (333) отражения от

совершенного кристалла кремния составляет

lext =
λ| sin θB|

Cπ|χh|
= 8.03 мкм.

Угол Брэгга для выбранного отражения равен

47.476◦. В расчетах горизонтальный размер ЛК

вдоль оси x равен 50мкм, его толщина составляла

20мкм, радиус изгиба кристалла R = 1м.

3.1. Распределение дифрагированной интенсивно-

сти внутри изогнутого кристалла. Ранее распре-

деление интенсивности рассеяния внутри изогнутого

кристалла для разных радиусов изгиба в случае ди-

намической дифракции и кинематического прибли-

жения в рамках уравнений Такаги–Топена исследо-

вано в [19]. Было показано, что в кинематическом

приближении в случае сильноизогнутого кристалла

картина распределения интенсивности рентгеновско-

го рассеяния для разных углов падения имеет один

и тот же вид. Различие состоит лишь в том, что эта

картина сдвигается вдоль горизонтального направ-

ления x.

Для ЛК в случае, когда падающая рентгеновская

волна засвечивает только верхнюю поверхность (см.

рис. 1a), распределение дифрагированной интенсив-

ности внутри кристалла такое же, как в случае от-

сутствия боковых граней, и исследовано в [19]. На

рисунке 2 показано изменение интенсивности рассе-

яния внутри ЛК при засветке поверхности и левой

боковой грани для разных углов падения рентгенов-

ских лучей.

Если излучение падает под точным углом Брэг-

га для совершенного кристалла, дифракционная кар-

тина для изогнутого ЛК показана на рис. 2a. В отли-

чие от случая, когда боковые грани отсутствуют [19],

кроме основного пятна рассеянной интенсивности у

поверхности кристалла, наблюдаются три сателлита

в направлении дифрагированной волны.

Изменяя угол падения рентгеновского пучка на

∆θ1 = 2 угловые секунды, распределение интенсив-

ности рассеяния изменяется по форме и смещается

вдоль оси x (рис. 2b). Дальнейшее увеличение угла

падения до ∆θ1 = 4 угловые секунды приводит к

изменению дифракционной картины и дополнитель-

ному ее смещению вдоль оси x (рис. 2c).

3.2. Угловое распределение дифрагированной ин-

тенсивности от изогнутого ЛК вблизи узла обрат-

ной решетки. Наиболее важным является вычисле-

ние карт интенсивности рентгеновского рассеяния на

изогнутом ЛК вблизи узла обратной решетки.
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Рис. 4. (Цветной онлайн) Расчетные qx-сечения карт распределения интенсивности рентгеновского рассеяния на изо-
гнутом ЛК вблизи узла обратной решетки: (a) – соответствует случаю 1 (рис. 3a); (b) – случаю 2 (рис. 3b); (c) – случаю
3 (рис. 3c)

Рисунок 3 демонстрирует расчетные карты RSM

для разных конфигураций рентгеновской дифрак-

ции от изогнутого ЛК. На рисунке 3a показана кар-

та в обратном пространстве в случае, когда рентге-

новский пучок падает на поверхность и левую грань

кристалла, а детектор фиксирует дифрагированную

интенсивность лишь с поверхности кристалла. Зер-

кальная по отношению к первой конфигурации ди-

фракционная картина формируется при засветке по-

верхности и регистрации отраженной интенсивности

с поверхности и правой боковой грани кристалла

(рис. 3b). И, наконец, если изогнутый ЛК “купает-

ся” в рентгеновском пучке, т.е. падающий рентге-

новский пучок засвечивает поверхность и левую бо-

ковую грань кристалла, а дифрагированная интен-

сивность регистрируется с поверхности и правой бо-

ковой грани кристалла, наблюдается симметричная

картина изолиний в обратном пространстве (рис. 3c).

Рисунок 4 показывает расчетные qx-сечения карт

распределения интенсивности рентгеновского рассе-

яния на изогнутом ЛК вблизи узла обратной ре-

шетки для рассматриваемых конфигураций Брэгг–

Лауэ дифракции. Сечения проходят через макси-

мальные значения интенсивности рассеяния на кар-

тах и нормированы на единицу. В первом и во вто-

ром случае сечения имеют зеркально асимметрич-

ный вид (рис. 4a и b). В третьем случае профиль

qx-сечения симметричен относительно вертикальной

оси (рис. 4c).

На рисунке 5 показаны вычисленные qz-сечения

карт распределения интенсивности рентгеновского

рассеяния на изогнутом ЛК вблизи узла обратной ре-

шетки для трех конфигураций, которые полностью

совпадают друг с другом.

4. Заключение. В данной работе на основе ДРС

впервые исследована рентгеновская Брэгг–Лауэ ди-

фракция на изогнутом ЛК для трех различных кон-

фигураций засветки падающим пучком и регистра-

ции дифрагированной интенсивности. Построен ал-

горитм вычислений рентгеновских полей отражен-

Рис. 5. (Цветной онлайн) Расчетные qz-сечения карты
распределения интенсивности рентгеновского рассея-
ния на изогнутом ЛК вблизи узла обратной решетки:
кривая 11 соответствует первой конфигурации – сече-
ние карты на рис. 3a; кривая 2 соответствует второй
конфигурации – сечение карты на рис. 3b; кривая 3 со-
ответствует тертьей конфигурации – сечение карты на
рис. 3b

ных волн внутри кристалла при разных углах паде-

ния рентгеновских пучков. Выполнено численное мо-

делирование карт распределения интенсивности рас-

сеяния вблизи узла обратной решетки. Результаты

работы будут полезны в экспериментальных иссле-

дованиях изогнутых ЛК методом трех- и двухкри-

стальной дифрактометрии [7] для получения инфор-

мации о деформациях и распределениях микроде-

фектов в объеме апериодической структуры.
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