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Представлена теоретическая модель ионизационно-рекомбинационного баланса в смеси ультрахо-
лодного ридберговского газа и плазмы, который создается коллективными процессами, а не индивиду-
альными межчастичными взаимодействиями. Рассматривается система электронов и ионов, в которой
каждый электрон бо́льшую часть времени движется в эффективном центробежном потенциале, создава-
емом ближайшим ионом, и иногда перескакивает в соседние потенциальные ямы за счет возмущений от
удаленных частиц. Эти возмущения описываются тепловой баней с эффективной “вириальной” темпера-
турой. Тогда электрон с достаточно большой энергией, способный убежать из локальной потенциальной
ямы, может рассматриваться как свободный (или проводящий); а электрон с малой энергией, движение
которого ограничено потенциальной ямой, – как входящий в состав ридберговского атома. Как следует
из наших расчетов, имеет место достаточно резкий переход от изолирующего состояния (ридбергов-
ского газа) к проводящему состоянию (плазме) с возрастанием концентрации частиц, который отчасти
напоминает переход Мотта в физике конденсированных сред. Данная модель должна быть хорошо при-
менима к стационарной ультрахолодной плазме, которая была получена в недавних экспериментах и
представляет собой перспективное направление дальнейших исследований.
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1. Введение. Процессы взаимного превращения

ридберговского газа в плазму и обратно наблюдались

уже достаточно долгое время как в экспериментах с

атомными пучками [1, 2], так и в магнито-оптических

ловушках [3, 4]. С теоретической точки зрения

они обычно описывались как последовательность

взаимодействий между индивидуальными частица-

ми, например, электрон-ридберговских и ридберг-

ридберговских столкновений, трехчастичной реком-

бинации и т.п. с соответствующими поперечными се-

чениями.

Между тем, как было подчеркнуто в известной

статье [1] еще в 1982 г., “возможно, что развиваемый

здесь двухчастичный анализ слишком наивен”, так

что необходимо принимать во внимание влияние все-

го окружения. Это было качественно ассоциировано

1)e-mail: dumin@yahoo.com; svirskayalm@mail.ru

с моттовскими переходами в физике конденсирован-

ных сред [5], хотя конкретные физические механиз-

мы в этих двух случаях далеко не идентичны. В част-

ности, в процитированной выше работе было сделано

заключение, что такая ситуация может иметь место,

если атомы имеют температуру ниже долей кельви-

на. В этом случае самые первые межатомные столк-

новения, инициирующие каскад двухчастичных вза-

имодействий, будут запаздывать, так что коллектив-

ные процессы могут стать действительно важными.

К сожалению, в начале 1980-х гг. столь холодные

атомы были недоступны. Однако благодаря разви-

тию магнито-оптических ловушек к концу 1990-х го-

дов были достигнуты даже более низкие темпера-

туры, и в этих установках началось исследование

ионизационно-рекомбинационных процессов в так

называемой ультрахолодной плазме (УХП) [6–10].

При этом практически все такие эксперименты про-
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водились в сильно- неравновесном режиме, когда

сгусток гораздо более энергичных электронов быст-

ро ускорял ионы, первоначально имевшие темпера-

туру порядка милликельвин. К счастью, эта ситуа-

ция изменилась в последние два года, когда УХП ста-

ла генерироваться в стационарном режиме [11]. Тем

самым возникли перспективы высокоточного изме-

рения ионизационно-рекомбинационных процессов,

аналогичного тому, которое производилось в атом-

ных пучках, и, в частности, исследования переходов

типа Мотта.

Цель нашей статьи – представить модель

коллективного установления ионизационно-

рекомбинационного баланса в неупорядоченном

невырожденном ридберговском газе и обсудить ее

наблюдательные следствия. В отличие от пред-

шествующих работ, например, [12], где детально

рассматривались заселенности индивидуальных

ридберговских состояний на достаточно ранней ста-

дии расширения плазменного облака (грубо говоря, в

пределах 100–200 мкс), нами будут рассматриваться

гораздо более поздние времена, когда ридбергов-

ские состояния уже полностью перемешались и

установилось их квазиравновесное распределение.

В этом смысле наш подход существенно отличен от

использовавшихся ранее теоретических моделей.

2. Теоретическая модель.

2.1. Основные предположения. Будет рассмат-

риваться система почти неподвижных плотно-

упакованных ридберговских атомов в классическом

приближении. (Как известно, чисто классический

подход является вполне разумным для описания

многих свойств ридберговских атомов [13, 14].)

Тогда в режиме сильной неидеальности (т.е. ко-

гда параметр неидеальности электронов достиг

значения порядка единицы, Γe ∼ 1), каждый из

электронов будет двигаться бо́льшую часть времени

в эффективном “центробежном” потенциале [15]

ближайшего иона,

Ueff(r) =
M2

e

2me

1

r2
− e2

1

r
, (1)

и иногда перескакивать в соседние потенциальные

ямы за счет многочастичных возмущений от окружа-

ющей среды. Здесь Me – угловой момент электрона

относительно ближайшего иона, me и e – электрон-

ная масса и заряд, а r – расстояние между электро-

ном и ионом. Соответствующая кривая ε = Ueff(r)

изображена на рис. 1. Важно подчеркнуть, что со-

гласно одной из общих теорем классической механи-

ки [15] угловой момент Me является адиабатическим

инвариантом, т.е. приближенно сохраняется в тече-

Рис. 1. (Цветной онлайн) Фазовое пространство элек-
трона, состоящее из областей свободных и связанных
состояний – Df и Db соответственно

ние некоторого времени, даже если электрон-ионная

пара испытывает малые внешние возмущения.

Пусть r0 – половина среднего расстояния меж-

ду ионами (т.е. характерный размер потенциальной

ямы), а ε0 – величина эффективного потенциала в

соответствующей точке:

ε0 = Ueff(r0) . (2)

Тогда фазовое пространство электрона будет состо-

ять из двух подобластей – Df и Db. Электрон в обла-

сти Df , имеющий энергию ε> ε0, может достигнуть

расстояния r0 и, тем самым, перескочить в соседнюю

потенциальную яму, как показано верхней красной

стрелкой на рис. 1. Следовательно, он должен трак-

товаться как свободный, что обозначено индексом “f”

(free). С другой стороны, электрон в области Db, с

энергией ε<ε0, не может уйти от иона на расстоя-

ние r0 и, следовательно, будет отражаться назад от

потенциальной стенки. Поэтому он должен тракто-

ваться как связанный, т.е. образующий ридбергов-

ский атом. Это обозначено индексом “b” (bound).

Если F (r, ε) – электронная функция распределе-

ния в переменных r и ε, то концентрации свободных

и связанных электронов могут быть записаны как

Nf =

∫∫

Df

F (r, ε) dr dε и Nb =

∫∫

Db

F (r, ε) dr dε. (3)

Соответствующая функция F может быть построена

описанным ниже способом.

2.2. Функция распределения и эффективная тем-

пература. В классическом приближении эффектив-

ная функция распределения электронов в стандарт-
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ных переменных радиус–энергия может быть взята

в виде распределения Больцмана:

feff(r, vr) = Af exp
[

−ε(r, vr)/kBTvir

]

(4)

в предположении, что рассматриваемая электрон-

ионная пара погружена в тепловую баню с эффек-

тивной (“вириальной”) температурой Tvir, формиру-

емой за счет воздействия со стороны всех остальных

частиц. Это будет подробнее пояснено далее. Здесь,

ε(r, vr) = mev
2
r/2 + Ueff(r) (5)

– полная энергия электрона, vr – его радиальная ско-

рость, kB – постоянная Больцмана, и Af – нормиро-

вочный множитель. Далее, выполняя преобразова-

ние от переменных радиус–скорость к переменным

радиус–энергия по формуле (5), получаем искомую

функцию распределения в виде:

F (r, ε) = AF exp

{

− ε

kBTvir

}

1
√

ε− Ueff(r)
, (6)

где Ueff дается формулой (1).

Как уже было упомянуто ранее, коллективное

описание ионизационно-рекомбинационных процес-

сов относится к случаю достаточно низких темпе-

ратур и, тем самым, сравнительно малых скоростей

электронов. Однако следует иметь в виду, что в ку-

лоновской системе многих тел кинетическая энер-

гия электронов может быть сколь угодно велика

по сравнению с потенциальной, но она не может

быть произвольно мала. Действительно, если кине-

тическая энергия упала до величины порядка потен-

циальной энергии, то медленные электроны начнут

разгоняться полем ближайших ионов и падать на

них, совершая тем самым квазиограниченное движе-

ние по приблизительно эллиптическим орбитам. В

результате должно установиться вириальное распре-

деление энергий [15]:

〈k〉 = 1

2
|〈u〉| , (7)

где 〈k〉 и 〈u〉 – средние кинетическая и потенци-

альная энергии в расчете на одну частицу. Строго

говоря, вириальное соотношение содержит энергии,

усредненные по времени; но мы будем использовать

здесь предположение об эргодичности, т.е. считать,

что средние значения физических величин по време-

ни и по ансамблю равны между собой.

Далее, средняя по ансамблю потенциальная (ку-

лоновская) энергия может быть оценена просто по

среднему расстоянию между частицами:

〈u〉 = Cu
e2

〈r〉 , (8)

где Cu – численный коэффициент порядка единицы.

При этом среднее электрон-ионное расстояние, фи-

гурирующее в этой формуле, может быть, очевидно,

записано как

〈r〉 = Cr
1

N1/3
, (9)

где N – концентрация заряженных частиц каждо-

го знака, а Cr – еще один численный коэффициент,

близкий к 1/2.

Наконец, средняя кинетическая энергия, фигури-

рующая в формуле (7), может быть выражена через

эффективную “вириальную” температуру как

〈k〉 = 3

2
kBTvir . (10)

На первый взгляд, эта формула кажется относящей-

ся лишь к идеальному одноатомному газу. Однако

фактически она применима при любой интенсивно-

сти кулоновского взаимодействия.

Действительно, многочастичная функция распре-

деления для всей системы может быть записана в

наиболее общем виде как

f(r1, . . . , r2N ,v1, . . . ,v2N ) = (11)

= Af exp

{

− 1

kBTvir

[

2N
∑

i=1

miv
2
i

2
+ U(r1, . . . , r2N )

]

}

,

где ri и vi – координаты и скорости всех частиц (как

электронов, так и ионов), mi – их массы, N – коли-

чество частиц каждого типа во всей системе либо в

единичном объеме, и U – потенциальная (кулонов-

ская) энергия взаимодействия между заряженными

частицами.

Даже если потенциальная энергия представляет

собой сложную функцию координат и не может трак-

товаться как малая добавка к кинетической энергии,

среднее значение любой физической величины G, за-

висящей лишь от скорости j-й частицы (например, ее

кинетическая энергия), может быть вычислено в яв-

ном виде:

〈G(vj〉 =

∫

G(vj) exp

{

− 1

kBTvir

mjv
2
j

2

}

dvj

∫

exp

{

− 1

kBTvir

mjv
2
j

2

}

dvj

. (12)

Действительно, интегралы по координатам

r1, . . . , r2N в числителе и знаменателе идентичны и

автоматически сокращаются друг с другом при лю-

бой интенсивности кулоновского взаимодействия U .
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С другой стороны, многомерный интеграл по ско-

ростям факторизуется в произведение интегралов

по каждой из скоростей, и они также компенсируют

друг друга для каждой скорости, за исключени-

ем vj . Таким образом, взяв в качестве функции G

кинетическую энергию j-й частицы, mjv
2
j/2, мы

получаем приведенное выше соотношение (10).

Наконец, комбинируя формулы (7)–(10), мы по-

лучаем вириальную температуру как функцию кон-

центрации заряженных частиц:

kBTvir =
1

3

Cu

Cr
e2N1/3 . (13)

Подчеркнем, что, к сожалению, было бы невозможно

связать эффективную температуру с параметрами

кулоновского взаимодействия более прямым спосо-

бом, а именно, усредняя потенциальную энергию 〈u〉
с помощью функции распределения (11). Действи-

тельно, из-за очень сложного вида функции U было

бы вряд ли возможно вычислить такой интеграл в

каком-либо разумном приближении. Как раз чтобы

обойти данную проблему, мы и следовали по более

косвенному пути: вначале точно рассчитывали сред-

нюю кинетическую энергию, а затем связывали ее

с потенциальной по теореме вириала, которая спра-

ведлива при любой интенсивности кулоновского вза-

имодействия.

Рис. 2. (Цветной онлайн) Эволюция температуры в
идеальном газе (ideal gas, Tig, красная кривая) и в си-
стеме “вириализованных” заряженных частиц (Tvir, си-
няя кривая). Физически реализуемые части этих кри-
вых изображены сплошными линиями, а нефизические
части – штриховыми. Все величины в момент перехода
между двумя этими режимами помечены звездочками

Полученное выражение (13), где температура за-

висит лишь от концентрации, на первый взгляд вы-

глядит несколько странным. Однако оно хорошо под-

тверждается экспериментальными результатами [16]

о том, что на поздней стадии расширения УХП (ко-

гда N ∝ 1/V ∝ t−3) электронная температура под-

страивается как раз под изменение потенциальной

энергии, т.е. спадает как Te ∝ N1/3 ∝ t−1 вместо

Te ∝ Nγ−1 ∝ t−2, что следовало бы ожидать при

адиабатическом расширении идеального одноатом-

ного газа с γ = 5/3. Отметим также, что вариация

вида Te ∝ N1/3 формально соответствует γ = 4/3,

и именно такой эффективный показатель адиаба-

ты был предсказан в одной из ранних работ [12]

для случая, когда кулоновский параметр неидеаль-

ности приближается к значению порядка единицы,

Γe≈ |〈u〉|/〈k〉∼ 1. Соответствующее поведение схема-

тично проиллюстрировано на рис. 2.

Далее, с использованием представленного вы-

ше выражения для вириальной температуры, общая

формула (6) для одночастичной функции распреде-

ления в переменных радиус-энергия может быть пе-

реписана в более детальном виде как

F (r, ε) = AF exp

{

−3 (Cr/Cu)

e2N1/3
ε

}

1
√

ε− Ueff(r)
, (14)

где эффективная потенциальная энергия Ueff дается

выражением (1).

Важнейший параметр в этом “центробежном” по-

тенциале – угловой момент электрона Me относи-

тельно ближайшего иона, который является прибли-

зительно сохраняющейся величиной ввиду адиаба-

тической инвариантности. В случае свободно рас-

ширяющегося сгустка плазмы этот параметр может

быть оценен в момент перехода плазмы в сильно-

неидеальное состояние. (Здесь и далее соответству-

ющие величины будут помечаться звездочками.) Со-

гласно формуле (13), v∗∝ em
−1/2
e N

1/6
∗ ; при этом

r∗∝N
−1/3
∗ . Поскольку Me ∝ mer∗v∗, то можно в ре-

зультате написать:

Me = CMem1/2
e N

−1/6
∗ , (15)

где CM – численный множитель порядка единицы.

Наконец, величина N∗, играющая важную роль

во всех последующих формулах, может быть полу-

чена следующим образом. Если N0 и T0 – концен-

трация и температура в начальный момент време-

ни, то закон эволюции идеального газа (сплошная

красная кривая на рис. 2) дает соотношение: T∗ =

= T0(N∗/N0)
2/3. С другой стороны, та же темпера-

тура T∗ в конце этой стадии может быть оценена

по формуле (13) для сильно-неидеального состояния,

в которой все величины должны быть записаны со
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звездочками. Тогда, комбинируя эти две формулы,

можно легко получить:

N∗ =
(Cu/Cr)

3e6N2
0

27(kBT0)3
. (16)

2.3. Безразмерные переменные. Чтобы вычислить

интегралы (3), удобно переписать все формулы в без-

размерных переменных. Пусть единицей длины бу-

дет l/2, где

l = N
−1/3
∗ . (17)

(Поскольку l – характерное расстояние между дву-

мя частицами одного типа, то l/2 будет характерным

расстоянием между электроном и ионом.) Тогда в ка-

честве единицы времени можно взять кеплеровский

период обращения электрона на орбите с радиусом

(или главной полуосью) l/2:

τ =
π√
2

m
1/2
e

e
l3/2 =

π√
2

m
1/2
e

eN
1/3
∗

. (18)

Итак, безразмерные радиус и время, которые будут

далее обозначаться тильдами, определяются следу-

ющим образом:

r̃ = 2r/l и t̃ = t/τ. (19)

Наконец, единица энергии, очевидно, вводится как

ε̂ = 2 e2N
1/3
∗ , (20)

и все энергии будут нормированы далее именно на

эту величину.

Во введенных таким образом единицах одноча-

стичная функция распределения (14) принимает вид:

F̃ (r̃, ε̃) = ÃF

exp

{

− 6
Cr

Cu

(

N

N∗

)

−1/3

ε̃

}

[

ε̃− C2
M

r̃2
+

1

r̃

]1/2
. (21)

При этом, как показано на рис. 1, область допусти-

мых состояний в фазовом пространстве электрона –

это ε > Ueff(r), или в безразмерных единицах:

ε̃ > Ũeff(r̃) =
C2

M

r̃2
− 1

r̃
. (22)

Эта область разбивается горизонтальной лини-

ей ε0 = Ueff(r0) на две подобласти – Df и Db, ассоци-

ируемые со свободными и связанными состояниями

электронов. Уравнение границы между ними имеет

вид:

ε̃0 =
C2

M

r̃20
− 1

r̃0
. (23)

Радиус границы потенциальной ямы r0 должен быть

равен примерно половине расстояния между ионами:

r0 =
1

2
C0N

−1/3, (24)

где C0 – числовой коэффициент, близкий к единице.

В безразмерном виде он может быть записан как

r̃0 = C0(N/N∗)
−1/3. (25)

Во избежание недоразумений подчеркнем, что коэф-

фициенты Cr, появляющийся в формуле (9), и C0,

фигурирующий в (24), не идентичны: первый из

них связан с термодинамическими (энергетически-

ми) свойствами плазмы, тогда как второй характе-

ризует кинетические (транспортные) свойства элек-

тронов.

Чтобы записать окончательные формулы, удобно

ввести еще один безразмерный параметр:

α = (N/N∗)
−1/3. (26)

Фактически, это – относительное межчастичное рас-

стояние, нормированное на его значение в момент пе-

рехода плазмы в сильно-неидеальное состояние. Кро-

ме того, принимая во внимание, что коэффициен-

ты Cr и Cu появляются во всех формулах лишь в

виде их отношения друг к другу, а Cr ≈ 1/2, разум-

но ввести новый коэффициент CU , так что

Cr/Cu = 1/(2CU ). (27)

В результате, одночастичная функция распределе-

ния (21) примет вид:

F̃ (r̃, ε̃) = ÃF

exp
{

−
(

3/CU

)

α ε̃
}

[

ε̃− C2
M

r̃2
+

1

r̃

]1/2
, (28)

а концентрация заряженных частиц в момент пере-

хода в сильно-неидеальное состояние (16) будет за-

писываться как

N∗ =
8C3

Ue
6N2

0

27(kBT0)3
. (29)

Обозначим через If интеграл от функции F̃ по

области Df , изображенной на рис. 1, а через Ib – по

области Db:

If =

∫∫

Df

F̃ (r̃, ε̃) dr̃ dε̃ и Ib=

∫∫

Db

F̃ (r̃, ε̃) dr̃ dε̃ . (30)
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Тогда относительные концентрации свободных и свя-

занных электронов будут, очевидно, даваться форму-

лами:
Nf

N
=

If
If + Ib

и
Nb

N
=

Ib
If + Ib

, (31)

соответственно.

Как нетрудно показать, минимум функции

Ũeff(r̃), задаваемой выражением (22), достигается

при

r̃min= 2C2
M (32)

и равен

(Ũeff)min = −1/(4C2
M) . (33)

Поскольку связанные электронные состояния, оче-

видно, существуют лишь если r̃min < r̃0 (и, следо-

вательно, (Ũeff)min < ε̃0), то интеграл Ib будет нену-

левым лишь при условии:

α > 2C2
M/C0 . (34)

3. Результаты и обсуждение. Интегралы (30),

фигурирующие в формуле (31), были рассчитаны

численно. Так как наша модель включает в себя

несколько полуэмпирических параметров (а имен-

но, C0, CM и CU ), нужно проанализировать так-

же, насколько чувствительны получающиеся величи-

ны Nf/N и Nb/N к вышеупомянутым параметрам.

“Базовый” случай, когда все параметры равны

единице, представлен на рис. 3. Мы видим здесь,

что относительная концентрация свободных электро-

нов Nf/N резко падает, а относительная концентра-

ция связанных электронов Nb/N резко подскакива-

ет с возрастанием относительного расстояния между

частицами α. Характерное положение этого перехода

оказывается локализованным при αcr ≈ 3, что близ-

ко совпадает со случаем перехода Мотта в физике

конденсированного состояния. Однако такое совпа-

дение является отчасти случайным, поскольку соот-

ветствующие модели основываются на существенно

разных предположениях.

Далее, на рис. 4 продемонстрировано, как пере-

ход между ридберговским газом и плазмой зависит

от параметров, входящих в нашу модель. Видно, что

кривые [Nf/N ](α) сравнительно мало чувствительны

к изменению коэффициентов CU и C0, но существен-

но зависят от CM . Таким образом, было бы жела-

тельно в будущем определить этот параметр более

надежным способом.

Стоит упомянуть, что еще одним примером кол-

лективных эффектов в динамике ридберговских ато-

мов является кристаллоподобная ридберговская ма-

терия – см., например, статью [17] и приведенные там

Рис. 3. (Цветной онлайн) Относительные концентра-
ции свободных Nf/N и связанных электронов Nb/N
как функции относительного межчастичного расстоя-
ния α = (N/N∗)

−1/3 для “базового” набора параметров
(C0 = CM = CU = 1)

ссылки. Однако такие системы не относятся к теме

настоящего исследования, поскольку мы имеем дело

с обычными неупорядоченными газами и плазмой.

В заключение подчеркнем еще раз, что мы пред-

ставили теоретический подход к описанию коллек-

тивного ионизационно-рекомбинационного баланса в

смеси ультрахолодных нейтральных и ионизованных

ридберговских атомов. Это может стать перспек-

тивным направлением дальнейших исследований в

недавно начавшихся экспериментах со стационарной

УХП [11].
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