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Разработан метод анализа неколлинеарных схем сильно невырожденного параметрического рассея-
ния света с учетом поперечной ограниченности области накачки, при которой низкочастотные холостые
фотоны выходят из области нелинейного взаимодействия раньше сигнальных, пересекая границы лу-
ча накачки или боковую сторону нелинейного кристалла. Получены общие выражения для вторых и
четвертых моментов полей в схемах с потерями холостых фотонов, генерируемых в условиях простран-
ственного синхронизма под различными углами к направлению распространения накачки. Показано,
что с ростом угла рассеяния эффекты утечки холостых фотонов через боковую сторону приводят к
общему снижению чисел фотонов, детектируемых в сигнальном и холостом каналах. Получен контрин-
туитивный результат, свидетельствующий о том, что рассмотренный механизм потерь может приводить
к существенному росту бифотонной корреляционной функции, определяемому не только снижением
общего числа генерируемых фотонов, но и отношением проекций волновых векторов холостого и сиг-
нального излучения на направление накачки.
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1. Введение. Явление параметрического рас-

сеяния света (ПР), при котором фотоны лазерной

накачки распадаются в нелинейной среде на па-

ры взаимно-коррелированных сигнальных и холо-

стых фотонов [1], в настоящее время находит са-

мое широкое применение. Достаточно отметить, что

ПР как в спонтанном режиме (СПР), так и в ре-

жиме высокого усиления (сопровождающегося эф-

фектом двухмодового сжатия), лежит в основе мно-

гих платформ развивающихся квантовых техноло-

гий, от вычислений и криптографии [2], до си-

стем квантовой связи [3] и сенсорики [4]. При ма-

лых коэффициентах параметрического преобразова-

ния, сигнальные (характеризующиеся частотами ωs)

и холостые фотоны (с частотами ωi = ωp − ωs,

где ωp – частота поля накачки) образуют корре-

лированные пары – бифотоны; с ростом эффек-

тивности преобразования образующиеся фотоны на-

чинают группироваться в коррелированные четвер-

ки,затем шестерки фотонов и т.д. [5]. Генерация фо-

тонов с высокой степенью группировки важна для

многих приложений, позволяющих, например, про-

водить безэталонную калибровку квантовой эффек-

тивности фотодетекторов как счетного [6, 7], так и

аналогового типов [8], строить скрытые изображе-

ния объектов с помощью однопиксельных детек-
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торов [9], применять схемы нелинейной квантовой

интерферометрии [10].

Важной количественной характеристикой степе-

ни корреляции фотонов в сигнальном и холостом

канале ПР является нормированная взаимная кор-

реляционная функция второго порядка. Для одно-

модового трехчастотного процесса она определяет-

ся как отношение квантово-механического среднего

от нормально упорядоченного произведения опера-

торов чисел фотонов в сигнальных N̂s ≡ a+s as и хо-

лостых модах N̂i ≡ a+i ai к произведению средних

чисел фотонов в каждой моде:

g
(2)
si =

〈:N̂sN̂i:〉
〈N̂s〉〈N̂i〉

. (1)

Величина g
(2)
si при одномодовом детектировании все-

гда превосходит значение 2, характерное для класси-

ческих случайных полей с гауссовской (“тепловой”)

статистикой. При детектировании большого числа

мод излучения M ≫ 1 в сигнальном и холостом кана-

лах ПР, экспериментально определяются суммарные

числа фотонов – Ndet
s ≃ Mηs〈N̂s〉 в сигнальном кана-

ле и Ndet
i ≃ Mηi〈N̂i〉 в холостом, где ηs и ηs – кван-

товые эффективности соответствующих каналов де-

тектирования. При этом корреляционная функция

определяется после статистического усреднения по

ансамблю измеренных значений:
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g(2) =
〈Ndet

i Ndet
s 〉

〈Ndet

i 〉〈Ndet
s 〉 . (2)

Теоретический расчет значений корреляционной

функции в режиме СПР часто проводится с ис-

пользованием известных выражений для бифотон-

ной волновой функции [11]. Более общий результат,

справедливый для ПР при любом значении коэф-

фициента параметрического усиления, может быть

получен после вычисления коэффициентов матри-

цы рассеяния Û , определяющих эволюцию средних

амплитуд операторов сигнальных и холостых полей

при совместном распространении с накачкой от вхо-

да (x = 0) к выходу (x = L) из кристалла [1]:

〈a+s (L)〉 =
∑

s′
Uss′〈a+s′(0)〉+

∑

i′
Usi′〈ai′ (0)〉,

〈a+i (L)〉 =
∑

s′
Uis′〈as′(0)〉+

∑

i′
Uii′〈a+i′ (0)〉.

(3)

Соотношения (3) записаны для квантово-

механических средних от операторов, и в таком

виде могут рассматриваться даже при наличии

линейных потерь излучения в среде, поскольку

средние от операторов “термостата”, участвующих

во взаимодействии, дают нулевой вклад [12]. Если

же эффекты поглощения или линейного рассеяния

волн в нелинейной среде (как правило, кристалле)

отсутствуют, коэффициенты матрицы Û входят в

похожие соотношения Боголюбова для самих опе-

раторов. Соотношения (3) также учитывают общий

случай многомодового взаимодействия, возникающе-

го из-за возможной расстройки пространственного

синхронизма и многомодового характера накачки.

В этих случаях каждая мода выходного излучения

связана условиями нелинейного преобразования с

широкими пространственными и/или частотными

спектрами входных мод каждого канала, по которым

идет суммирование [13]. Расчет элементов матрицы

производится путем решения связанных нелинейных

уравнений, описывающих эволюцию каждого из опе-

раторов поля ПР в нелинейной среде. В простейшем

случае, когда линейные потери пренебрежимо малы,

это система уравнений Гейзенберга вида







das(x)
dx

= iγa+i (x)e
i∆kxx,

da
+

i
(x)

dx
= −iγas(x)e

−i∆kxx,
(4)

где γ – коэффициент параметрического усиления,

определяемый амплитудой поля накачки Ep, дей-

ствующим значением квадратичной восприимчиво-

сти кристалла χ(2), частотами и проекциями волно-

вых векторов сигнальных и холостых волн ksx, kix на

ось X , выбранную вдоль направления распростране-

ния накачки в кристалле:

γ ≡ 2πωsωi

c2
√
ksxkix

Epχ
(2); (5)

∆kx = kp − ksx − kix – расстройка фазового син-

хронизма. Получив значения элементов матрицы Û ,

легко рассчитать средние моменты операторов по-

лей на выходе среды, входящие в выражения (1) или

(2) для корреляционной функции. В отсутствие по-

глощения – путем простого квантово-механического

усреднения соответствующих произведений выход-

ных операторов с учетом вакуумного состояния по-

лей на входе, при наличии поглощения – с помо-

щью обобщенного поляритонного закона Кирхгофа–

Клышко [1]. Упрощенный итог всех подобных расче-

тов выражений для корреляционной функции обыч-

но имеет вид простого соотношения

g(2) = 1 +
1

M
+

1

M〈N̂〉
. (6)

Это соотношение обычно и применяется в дальней-

шем при расчете эффектов, основанных на корреля-

циях бифотонного поля [14, 15]. Например, при опре-

делении числа излученных фотонов в каждом кана-

ле на основании экспериментально измеренной кор-

реляционной функции g(2), с последующим исполь-

зованием каналов ПР в качестве источников с про-

калиброванным числом фотонов [16]; косвенно – при

создании однофотонных источников методом услов-

ного отбора показаний в двух каналах [17], а также

в других актуальных приложениях. В нелинейных

кристаллах без поглощения простое решение диффе-

ренциальных уравнений (4) дает одинаковое число

фотонов в моде сигнального и холостого излучения.

При точном фазовом синхронизме решения имеют

вид

〈N̂s〉 = 〈N̂i〉 = sh2(γL). (7)

Числа мод детектирования считаются одинаковыми

и равными числу мод в том канале,где их больше.

Это легко оправдать, формально приписав нулевую

квантовую эффективность при регистрации недоста-

ющих мод в более узком канале [16, 18, 19].

Тем не менее, соотношение (6) имеет ограничен-

ный характер применения, о котором часто забыва-

ют. Будучи основано на использовании нелинейных

уравнений (4), оно справедливо только для таких

геометрий трехчастотного параметрического взаимо-

действия, в которых волны сигнальных, холостых

частот и накачки распространяются совместно в пре-
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Рис. 1. (Цветной онлайн) Схематические изображения: (a) – направлений распространения холостого (красные линии)
и сигнального (зеленые линии) фотонов ПР, родившихся в результате распада одного фотона накачки, в случае утечки
холостого фотона через боковую сторону объема нелинейного взаимодействия – области пересечения луча накачки
и нелинейного кристалла; (b) – условий генерации и детектирования фотонов, рождающихся в слоях на различных
расстояниях от входной грани кристалла (в качестве примера изображен вариант выведения холостых фотонов через
боковую грань с помощью сопрягающего устройства)

делах всей области кристалла, заполненной излуче-

нием накачки. То есть не выходят из поперечного се-

чения этой области (так называемого “объема нели-

нейного взаимодействия”) до тех пор, пока вместе не

покинут кристалл. Такое возможно в идеальном кри-

сталле, неограниченном в поперечных направлениях,

либо в случае коллинеарного распространения всех

участвующих в ПР волн. Вероятно, при неколлине-

арном распространении сигнальных и холостых волн

под малыми углами к накачке, имеющей достаточно

большой диаметр сечения, возможно некоторое нару-

шение условий применимости соотношения (6), кото-

рое не приводит к значительным ошибкам даже при

использовании ПР в квантовой фотометрии [20, 21].

Однако во всех подобных случаях неточность в ин-

терпретации значений g(2) зависит от действующей

длины кристалла. Например, в случае поперечного

распределения плотности мощности накачки в ви-

де меандра с шириной D – от того, насколько эта

длина превосходит расстояние D/ tgϑ0, на котором

либо сигнальная волна,распространяясь под углом

ϑ0 = ϑs, либо холостая волна под углом ϑ0 = ϑi

покинет объем взаимодействия (см. рис. 1а). Особен-

но значительные ошибки в интерпретации величи-

ны бифотонной корреляционной функции g(2) мо-

гут возникнуть при сильно частотно-невырожденном

ПР, когда низкочастотные холостые фотоны излу-

чаются в направлениях пространственного синхро-

низма под большими углами ϑi ≫ ϑs, и покида-

ют объем взаимодействия гораздо раньше, чем вы-

сокочастотные сигнальные фотоны. При генерации

оптико-терагерцовых бифотонов [12, 13] эта пробле-

ма становится особенно заметной. В силу ограничен-

ной чувствительности, значительного темнового шу-

ма имеющихся детекторов терагерцового излучения,

возможного поглощения терагерцовых волн в мате-

риале нелинейного кристалла, в этих схемах при-

меняется выведение холостых фотонов через боко-

вую поверхность нелинейного кристалла [22, 23]. При

этом фотоны, рождающиеся на разных расстояни-

ях от входной грани кристалла, неизбежно покидают

кристалл гораздо раньше, чем фотоны сигнального

излучения, регистрируемые после прохождения вы-

ходной грани кристалла, нормально ориентирован-

ной по отношению к направлению накачки (рис. 1b).

В настоящей работе в простых,но вполне адек-

ватных приближениях проведен расчет бифотонной

корреляционной функции g(2), последовательно учи-

тывающий преждевременную “утечку” холостых фо-

тонов через боковую границу объема нелинейного

взаимодействия. Показано, что эффекты неполного

заполнения объема даже одной из волн-участниц па-

раметрического взаимодействия могут приводить не

только к снижению показаний детекторов излучения

в сигнальном и холостом каналах, но и к значитель-

ному увеличению квантовой добавки к корреляцион-
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ной функции g(2), регистрируемому при тех же уров-

нях параметрического усиления.

2. Деление кристалла на слои с сохране-

нием фотонов в области взаимодействия. Рас-

смотрим схему ПР в одной плоскости в прозрачном

нелинейном кристалле общей длины L, заполненном

излучением накачки в пределах сечения D. Попереч-

ное ограничение объема взаимодействия всегда име-

ет место на практике, чаще всего из-за ограниченно-

сти луча накачки, реже – из-за волноводного распро-

странения накачки в тонком кристаллическом слое

или схемы вывода длинноволновых (например, те-

рагерцовых) фотонов через боковую грань кристал-

ла. На данном этапе будем полагать, что эффек-

ты, связанные с утечкой сигнального излучения че-

рез боковые стороны нелинейного объема, пренебре-

жимо малы. Это приближение справедливо, когда

сигнальные фотоны распространяются под малыми

углами, для которых tgϑs ≪ D/L. Однако пусть

для холостых волн, распространяющихся под значи-

тельно более высокими углами к накачке ϑi ≫ ϑs,

это не так. Утечкой холостых фотонов из объема

взаимодействия можно пренебречь лишь в пределах

небольших участков – слоев кристалла длиной ∆L,

для которых выполняется аналогичное неравенство

tg ϑi ≪ D/∆L. Пронумеруем такие участки индекса-

ми j, изменяющимися от 1 до K так, что каждый из

участков j находится в интервале от xj−1 = (j−1)∆L

до xj = j∆L вдоль оси X , направленной вдоль накач-

ки (рис. 1b). Решим задачу расчета вторых момен-

тов поля ПР в простейшем приближении, учитывая

в пределах каждого слоя трехчастотное взаимодей-

ствие только одномодовых волн, связанных услови-

ем точного пространственного синхронизма. В этих

приближениях для каждого участка кристалла дли-

ной ∆L справедливы решения уравнений вида (4)

при ∆kx = 0. Это позволяет легко определить эле-

менты матриц рассеяния Û (j), которые подобно со-

отношениям (3) связывают операторы на входе и вы-

ходе из каждого слоя j:

a(j)+s (j∆L) = U j
ssa

(j)+
s ((j−1)∆L)+U j

sia
(j)
i ((j−1)∆L),

(8)

a
(j)+
i (j∆L) = U j

isa
(j)
s ((j−1)∆L)+U j

iia
(j)+
i ((j−1)∆L).

Элементы матриц рассеяния в данном случае одина-

ковы во всех слоях и описываются гиперболическими

функциями – хорошо известными решениями систе-

мы (4): U j
ss = U j

ii = ch(γ∆L), U j
si = U j

is = −i sh(γ∆L).

По условию рассматриваемой задачи, на входе

в любой слой j холостое поле находится в ваку-

умном состоянии, поскольку холостое излучение,

сгенерированное в предыдущем слое,покинуло

область нелинейного взаимодействия. Поэтому

〈a(j)+i ((j − 1)∆L)a
(j)
i ((j − 1)∆L)〉 = 0. Однако сиг-

нальное излучение поступает из предыдущего

слоя. Это иллюстрирует представленная на рис. 2

блок-схема трансформации операторов полей при

переходе от слоя к слою. В соотношениях (8) логич-

но положить, что операторы сигнального поля на

входе в слой j связаны с операторами на выходе из

слоя j − 1 следующим образом:

a(j)s ((j − 1)∆L) = a(j−1)
s ((j − 1)∆L). (9)

В этих терминах уравнения Боголюбова (8) для опе-

раторов слоя принимают вид рекуррентных соотно-

шений

a(j)+s (j∆L) = ch(γ∆L)a(j−1)+
s ((j − 1)∆L)−

− i sh(γ∆L)a
(j)
i ((j − 1)∆L), (10)

a
(j)+
i (j∆L) = −i sh(γ∆L)a(j−1)

s ((j − 1)∆L) +

+ ch(γ∆L)a
(j)+
i ((j − 1)∆L).

Чтобы в дальнейшем посчитать вторые и четвер-

тые моменты полей, определяющие показания де-

текторов и их взаимную корреляцию g(2), вначале

найдем матрицу рассеяния V̂ (j) для части кристал-

ла,начинающейся на его входе (x = 0) и заканчи-

вающейся на слое j, т.е. в точках с координатами

x = j∆L. Согласно определению такой матрицы,

a+(j)
s (j∆L) = V (j)

ss a+(1)
s (0)+

j
∑

m=1

V (j)
sm a

(m)
i ((m−1)∆L),

(11)

a
+(j)
i (j∆L) = V

(j)
is a(1)s (0)+

j
∑

m=1

V
(j)
im a

(m)+
i ((m−1)∆L).

Очевидно, что для участка, содержащего лишь пер-

вый слой, элементы матрицы V̂ (1) совпадают с эле-

ментами Û (1) входящими в соотношения (8). На вхо-

де этого участка поля находятся в вакуумном состо-

янии при ПР. Однако уже на входе второго участ-

ка присутствуют сигнальные фотоны, родившиеся в

предыдущем слое. Исходя из рекуррентных соотно-

шений (10), легко получить выражения для элемен-

тов матриц V̂ (j) произвольного слоя j:

V (j)
ss = chj(γ∆L), V (j)

sm = −i sh(γ∆L) chj−m(γ∆L),
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Рис. 2. (Цветной онлайн) Схематическое изображение трансформации операторов на входе и выходе из слоев

V
(j)
is = −i sh(γ∆L) chj−1(γ∆L),

V
(j)
im =

{

sh2(γ∆L) chj−m−1(γ∆L), если m < j,

ch(γ∆L), если m = j.

(12)

Подставляя эти выражения в (11), по-

требуем выполнения коммутационных со-

отношений [a
(j)
s (j∆L), a

(j)+
s (j∆L)] = 1 и

[a
(j)
i (j∆L), a

(j)+
i (j∆L)] = 1 для операторов сиг-

нального и холостого поля на выходе из каждого

слоя. Нетрудно показать, что данные соотношения

выполняются в точности только при условии

[a
(m)
i ((m− 1)∆L), a

(m′)+
i ((m′ − 1)∆L)] = δmm′ , (13)

т.е. если операторы рождения и уничтожения холо-

стых фотонов на входах разных слоев коммутируют

между собой. Это означает, что поля холостой часто-

ты, формируемые в разных слоях, необходимо трак-

товать как относящиеся к разным модам холосто-

го канала ПР. Действительно,вдоль фазового фрон-

та холостой волны, перпендикулярного направлению

распространения ki, при неколлинеарном процессе

меняется амплитуда поля. Это означает, что данная

волна не является плоской, и для описания ее модо-

вого состава необходимо рассматривать набор плос-

ких волн с близкими направлениями распростране-

ния. Условно мы разделили кристалл на дискретное

число слоев, в каждом из которых неколлинеарный

характер ПР не оказывает своего специфического

влияния на усиление волн. В таком приближении мо-

довый состав дискретен, а для описания выходного

излучения в холостом канале необходимо учитывать

поля в K модах. По отношению к таким модам со-

ответствующее сигнальное излучение, участвующее

в параметрическом взаимодействии со всеми модами

холостого канала, принадлежит к единой K-кратно

вырожденной сигнальной моде, поле в которой на-

растает по мере распространения излучения по всей

длине кристалла.

3. Числа сигнальных и холостых фотонов.

На выходе из кристалла детектор холостого излуче-

ния регистрирует числа фотонов в суммарном по-

ле, поступающем со всего протяженного кристалла.

Благодаря перемешиванию холостых и сигнальных

полей за счет параметрического взаимодействия, по-

ля в холостых модах на выходе из разных слоев коге-

рентны. Рассчитаем полное число холостых фотонов

на детекторе Ndet
i , равное

Ndet

i =

〈

K
∑

j=1

a
(j)+
i (j∆L)

K
∑

j′=1

a
(j′)
i (j′∆L)

〉

. (14)

Пользуясь соотношениями (11), (12) и усредняя опе-

раторы соответствующих мод на входе по вакуум-

ным состояниям, получим:

Ndet

i =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

K
∑

j=1

V
(j)
is

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2

=
ch(γ∆L) + 1

ch(γ∆L)− 1
(chK(γ∆L)− 1)2.

(14а)
Соответственно, среднее число фотонов, приходяще-

еся на одну моду холостого канала, составит 〈Ni〉 =
= Ndet

i /K.

Число фотонов в моде сигнального кана-

ла,связанной с каждой из рассмотренных K хо-

лостых мод, рассчитаем, воспользовавшись вновь

соотношениями (11) и (12):

〈Ns〉 = 〈a(K)+
s (K∆L)a(K)

s (K∆L)〉 =

=
K
∑

m=1

|V (K)
m |2 = (ch2K(γ∆L)− 1). (15)
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Сравним полученные выражения для чисел фо-

тонов, приходящихся на одну моду, с хорошо извест-

ным соотношением (7), которое предсказывает стан-

дартная теория без учета эффектов утечки фотонов.

С точки зрения нашего рассмотрения, моды сигналь-

ного и холостого излучения в этой теории являются

K-кратно вырожденными. Для адекватного сравне-

ния, полученные здесь числа фотонов в модах 〈Ns〉
и 〈Ni〉 необходимо умножать на число бифотонных

мод K, появляющихся в нашем рассмотрении вместо

одной. На рисунке 3 представлены рассчитанные та-

Рис. 3. (Цветной онлайн) Зависимости средних чисел
фотонов в каналах детектирования холостого (крас-
ная пунктирная линия) и сигнального (зеленая штрих-
пунктирная линия) излучения от коэффициента пара-
метрического усиления при выходе холостых фотонов
из объема нелинейного взаимодействия на расстояни-
ях, в 10 раз меньших общей длины кристалла 1 см (рас-
чет при K = 10); сплошная линия – то же при колли-
неарном процессе (K = 1). На вставке: средние числа
фотонов при малых значениях коэффициента парамет-
рического усиления

ким образом графики зависимости чисел сигнальных

и холостых фотонов от коэффициента параметриче-

ского усиления γ. Расчеты проведены для кристалла

длиной L = 1 см, на которой укладывается 10 слоев

длиной 0.1 см. При ширине пучка накачки 1 мм та-

кое число слоев K соответствуют случаю генерации

холостых фотонов под углами ϑi ≃ 45◦. Подобная

геометрия эксперимента может иметь место при ПР

света на холостых фотонах инфракрасных (ИК) час-

тот. При уменьшении частоты холостых волн до те-

рагерцового диапазона угловые отстройки ϑi могут

возрастать до значений порядка 60◦ [22], чему будут

соответствовать значительно большие числа слоев,

K ≃ 15 и выше. На этом же рисунке изображены

соответствующие числа фотонов, которые наблюда-

лись бы при коллинеарном взаимодействии волн в

кристалле такой же длины. (Как и следовало ожи-

дать, расчеты по известной формуле (7) и по полу-

ченным выше (14а) и (15) для 1 слоя длиной 1 см

дают одинаковый результат.) Видно, насколько эф-

фект преждевременного выхода холостых фотонов

снижает рост чисел фотонов, происходящий в обоих

каналах при увеличении коэффициента параметри-

ческого усиления. При этом, начиная с некоторых

значений коэффициента усиления, сильнее тормо-

зится рост чисел холостых фотонов. Отметим, что,

несмотря на отсутствие поглощения волн кристал-

лом в обоих каналах, учет эффектов утечки в на-

шей модели приводит при больших коэффициентах

усиления к появлению небольшой, но нарастающей

с ростом γ разницы в числах детектируемых сиг-

нальных и холостых фотонов. При фиксированном

усилении γL данная разница тем больше, чем боль-

ше число эффективных слоев K, т.е. чем короче от-

резок эффективного трехволнового взаимодействия

∆L. По всей видимости, появление ненулевой разни-

цы Ndet
s −Ndet

i связано с ограничением области при-

менения рассматриваемой модели дискретных слоев.

Вместе с тем, данная разница появляется только при

нарушении условия γ∆L ≪ 1 и всегда остается мно-

го меньше отличия чисел фотонов в обоих каналах

от тех значений, которые предсказывает не учиты-

вающая эффекты утечки стандартная теория ПР.

В пределе малого усиления на длине одного слоя,

когда γ∆L ≪ 1 и ch(γ∆L) ≈ 1 + (γ∆L)2/2, получен-

ные выражения (14а) и (15) дают одинаковые чис-

ла фотонов на моду в обоих каналах. При умно-

жении на K получаем зависимость от длины кри-

сталла Ndet,SPDC
s = Ndet,SPDC

i = (γL)2, совпада-

ющую с результатом стандартной теории в режиме

СПР (при γL ≪ 1), т.е. без учета эффектов утеч-

ки через боковые стороны объема нелинейного вза-

имодействия. Однако, если коэффициент парамет-

рического усиления γ настолько велик, что условие

γ∆L = γD/ tgϑi ≪ 1 не выполняется, числа детек-

тируемых фотонов будут меньше предсказываемых

стандартной теорией. Отметим, что совпадение ре-

зультатов, получаемых при учете и без учета боко-

вого выхода холостых фотонов, имеет место только

в режиме СПР в кристалле полной длины, т.е. когда

усиление слабо не только в пределах одного слоя,но

и на всем расстоянии L, т.е. γL ≪ 1. Если же по-

следнее условие не выполняется, то выражения (14а)

и (15) предсказывают более низкие значения чисел

фотонов,чем известное соотношение (7). Вплоть до

нарушения условия γ∆L ≪ 1 зависимость чисел фо-

тонов от растущей величины γL остается такой же

медленной, как и при СПР.
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Отметим, что в рассматриваемой схеме детекти-

рования (рис. 1b) возможные потери фотонов в кана-

лах передачи излучения от кристалла к детекторам

не берутся в расчет, поскольку не являются принци-

пиальными для анализа эффектов,связанных с вы-

ходом фотонов из области взаимодействия еще на

стадии генерации в кристалле. К тому же данные по-

тери,которые можно учесть при расчете чисел фото-

нов, введя полные квантовые эффективности трак-

тов ηs и ηi, не влияют на величину нормированной

корреляционной функции бифотонного поля.

4. Корреляционная функция бифотонного

поля. По аналогии с тем, как были получены соот-

ношения (14) и (15) для чисел фотонов, среднее от

произведения этих чисел в единичных сигнальных и

холостых модах должно рассчитываться следующим

образом:

〈:NsNi:〉 = (16)

〈

a(K)+
s (γL)

K
∑

j=1

a
(j)+
i (j∆L)a(K)

s (γL)

K
∑

j′=1

a
(j′)
i (j′∆L)

〉

/K.

Рассчитаем нормированную корреляционную функ-

цию g(2) = 〈:NsNi:〉
〈Ns〉〈Ni〉

, вновь опираясь на введенное ра-

нее представление полевых операторов (11).Учиты-

вая (12) и (16),в итоге получим:

g(2) = 2 +
1

ch2K(γL/K)− 1
≃ 2 +

K

Ndet

i

. (17)

Анализ этого выражения показывает, что кванто-

вая добавка к классическому уровню корреляцион-

ной функции g
(2)
q = g(2)− 2 может значительно, в K

раз превосходить 1/Ndet

i – величину, наблюдаемую

при коллинеарном ПР. Довольно неожиданным ре-

зультатом является также и то, что потери, вызван-

ные утечкой холостых фотонов, приводят не к умень-

шению квантовой части корреляционной функции, а

к ее росту. Как известно, учет потерь,вызванных по-

глощением холостых фотонов в материале кристал-

ла, приводит к обратному эффекту – корреляции

снижаются [13].

На рисунке 4 приведены результаты расчета кор-

реляционной функции на основании полученного со-

отношения (17). Как и на предыдущем рисунке,

предполагается,что длина кристалла 1 см, но рас-

смотрены различные числа слоев,укладывающихся

на этой длине. Случай K = 1, очевидно, соответству-

ет коллинеарному процессу, а чем больше угол меж-

ду холостыми фотонами и накачкой, тем выше K и

меньше расстояние ∆L, на котором холостая волна

покидает область нелинейного взаимодействия. Вид-

но, что с ростом числа эффективных слоев возраста-

ет величина корреляционной функции.

Рис. 4. (Цветной онлайн) Зависимости корреляционной
функции бифотонного поля от коэффициента пара-
метрического усиления при выходе холостых фотонов
из объема нелинейного взаимодействия на расстояни-
ях,которые в 2 (красная пунктирная линия, K = 2) или
в 10 раз (зеленая штрих-пунктирная линия, K = 10)
меньше общей длины кристалла 1 см; сплошная ли-
ния – то же при коллинеарном процессе (K = 1).
На вставке: зависимости в области малых коэффици-
ентов параметрического усиления более подробно

При необходимости полученный результат (17)

может быть расширен и на случай взаимодей-

ствия в пределах большого числа детектируемых

пространственно-временных мод. При этом вместо

(6) следует ожидать зависимость корреляционной

функции от числа мод вида

g(2) ≃ 1 +
1

M
+

K

Ndet

i,M

. (17a)

Здесь Ndet

i,M ≃ MK(ch2K(γL/K) − 1) – полное чис-

ло детектируемых фотонов. Квантовая добавка и в

этом случае будет в K раз выше, чем обратная вели-

чина от полного числа фотонов, падающих на детек-

тор. Полученный результат может быть полезен при

построении систем квантовой информации и сенсо-

рики, в которых требуются высокие значения корре-

ляционной функции бифотонного поля, однако ми-

нимальное значение обнаружимых детекторами сиг-

налов не позволяет переходить в режим регистрации

потоков из малых чисел фотонов. Особенно это акту-

ально для задач, требующих регистрации слабых по-

токов излучения в дальнем ИК и терагерцовом диа-

пазонах [22].

Из соотношения (17) следует, что в режиме сла-

бого усиления на длине одного слоя, когда γ∆L ≪ 1,
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Таблица 1. Параметры схем ПР на трех различных длинах волн холостого излучения (длина волны накачки 523 нм)

Idler wavelength λi

2µm (ooe) 5µm (ooe) 300µm (eee)

Signal wavelength λs 708 nm 584 nm 524 nm

Signal angle ϑs 4.35◦ 3.38◦ 0.20◦

Idler angle ϑi 12.8◦ 34.9◦ 6.6◦

Crystal length L 10 mm 10 mm 10 mm

Pump diameter D 1.8 mm 1.4 mm 0.9 mm

Layer length ∆L 10 mm 2 mm 0.5 mm

Number of layers K 1 5 20

Parametric gain coefficient γ 0.016 cm−1 0.016 cm−1 0.096 cm−1

Change in the number of biphotons compared No change 0.999 times 0.997 times

to collinear PDC

Ndet

i /Ndet

i,K=1 =
(

sh(γ∆L)
sh(γL)

·
chK(γ∆L)−1
ch(γ∆L)−1

)2

Change in quantum part of the correlation function No change 5.0 times 20.1 times

compared to collinear PDC

g2q/g
(2)
q,K=1 ≃

sh2(γL)

ch2K(γ∆L)−1

квантовая добавка к корреляционной функции бу-

дет определяться суммой чисел фотонов, рожденных

в отдельных слоях: g
(2)
q = 1/[K(γ∆L)2]. Эта вели-

чина может быть гораздо выше, чем соответствую-

щее превышение корреляционной функции при кол-

линеарном процессе СПР, которое в последнем слу-

чае определяется всей длиной кристалла: g
(2)
q,SPDC =

= 1/(γL)2 (см. вставку на рис. 4). Однако отметим,

что общее число слоев K не может наращиваться

бесконечно путем уменьшения сечения луча накач-

ки и/или увеличения общей длины кристалла. При

неколлинеарном параметрическом процессе сигналь-

ные (более высокочастотные) фотоны также распро-

страняются под некоторыми ненулевыми углами по

отношению к накачке θs и могут покидать область

нелинейного взаимодействия через боковые сторо-

ны. При значительной длине кристалла и фокуси-

ровке накачки в тонкую нить подобные эффекты

утечки сигнальных фотонов на расстояниях, боль-

ших чем ∆Ls ≪ D/ tg ϑs, также должны браться

во внимание. Проведенное выше рассмотрение спра-

ведливо до тех пор, пока общая длина кристалла не

превосходит длины более протяженных слоев ∆Ls,

в пределах которых подавляющая часть сигнальных

фотонов не покидает область нелинейного взаимо-

действия. Это означает,что число слоев K в дан-

ной модели ПР не больше максимального значения

Kmax = ∆Ls/∆Li = tgϑi/ tgϑs. При точном синхро-

низме углы рассеяния зависят от соотношения вол-

новых векторов сигнальных и холостых волн, так что

sinϑi/ sinϑs = ks/ki. Если углы рассеяния сигналь-

ных волн малы и sinϑs ≈ tg ϑs ≈ ϑs, то число слоев,

рассчитанное как отношение проекций волновых век-

торов Kmax = ksx/kix, позволяет оценить предель-

ное увеличение квантовой добавки к корреляционной

функции.

Рассмотрим в качестве примера несколько вари-

антов экспериментальных схем ПР на фотонах раз-

личных холостых частот в кристалле Mg:LiNbO3

длиной 1 см, вырезанном параллельно оптической

оси, от импульсной накачки на длине волны 523 нм –

второй гармонике излучения Nd:ILF лазера с дли-

тельностью импульсов 25 нс, частотой повторения

7 кГц и одинаковой средней мощностью. В табл. 1

для сравнения приведены ключевые параметры, рас-

считанные для схем рассеяния на верхней поляри-

тонной ветви в геометрии ooe (необыкновенно поля-

ризована накачка, нелинейный коэффициент d31) –

на двух длинах волн холостого излучения, 2 и 5 мкм,

а также для схемы рассеяния на нижней поляритон-

ной ветви в геометрии eee (все волны необыкновен-

но поляризованы, нелинейный коэффициент d33) –

на частоте холостого излучения 1 ТГц. При расче-

те использовались данные о дисперсии показателей

преломления кристалла в терагерцовом, видимом и

ИК диапазонах из работ [24] и [25].

Расчеты показывают, что при выбранных пара-

метрах экспериментальной установки и сечениях на-

качки в районе 1–2 мм влияние эффекта утечки хо-

лостых фотонов пренебрежимо мало, если длина хо-

лостой волны не выше 2 мкм. Изменение чисел фо-

тонов остается также практически незаметным при

дальнейшем увеличении длины холостой волны в ИК

и терагерцовом диапазонах. Однако при этом может

наблюдаться довольно значительный рост корреля-

ционной функции бифотонов, вплоть до 20-кратного

увеличения в терагерцовом диапазоне холостых час-

тот. Отметим, что рассмотренная в статье прибли-
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женная модель не учитывает возможной неоднород-

ности поперечного распределения плотности мощно-

сти накачки. Экспериментальная проверка точности

расчетов может быть проведена путем исследовании

поведения величины корреляционной функции при

изменении сечения пучка накачки в кристалле.

5. Заключение. В данной работе был рассмот-

рен вариант неколлинеарной схемы параметрическо-

го рассеяния света, в которой холостые низкоча-

стотные фотоны преждевременно покидают область

нелинейного взаимодействия в кристалле, пересе-

кая луч накачки или боковую сторону нелинейного

кристалла. Продемонстрирован достаточно простой

теоретический подход к расчетам корреляционной

функции и чисел фотонов в каналах детектирования

при неколлинеарном ПР, основанный на представле-

нии кристалла в виде набора слоев меньшей длины

∆Li, в пределах которых подавляющая часть холо-

стых фотонов из рождающихся в слое коррелирован-

ных бифотонных пар еще остается в объеме нелиней-

ного взаимодействия. Максимальное число слоев та-

кого типа определяется соотношением проекций вол-

новых векторов сигнального и холостого излучения

на направление накачки в кристалле Kmax = ksx/kix.

Показано, что применение данного подхода наклады-

вает специфические условия на коммутаторы опера-

торов рождения и уничтожения холостых фотонов

на входе каждого слоя – такие, как если бы опера-

торы полей в разных слоях относились к различным

модам излучения.

В рамках проведенного рассмотрения было пока-

зано, что преждевременная утечка холостых фото-

нов из области взаимодействия может приводить к

общему снижению средних чисел сигнальных и хо-

лостых фотонов в пространственно-частотных модах

на выходе из нелинейной среды по отношению к чис-

лам, генерируемым в коллинеарной геометрии, а так-

же к значительному возрастанию квантового вклада

во взаимную корреляционную функцию бифотонно-

го поля. Согласно полученным соотношениям, отли-

чие в числах фотонов пренебрежимо мало в режиме

спонтанного ПР для всей длины кристалла L, т.е.

когда γ ≪ 1/L. Однако это отличие становится за-

метным уже при значениях коэффициента парамет-

рического усиления в интервале 1/L ≤ γ ≪ 1/∆Li,

и далее с ростом коэффициента γ увеличивается все

быстрее. При этом вызванный эффектами утечки хо-

лостых фотонов рост корреляционной функции обес-

печивается не только за счет уменьшения чисел фо-

тонов, но и благодаря снижению длины слоя пара-

метрического взаимодействия ∆Li, в пределах кото-

рого взаимное усиление волн происходит без потери

рождающихся холостых фотонов. Как и в коллине-

арной геометрии, квантовый вклад в корреляцион-

ную функцию растет при уменьшении γ и перехо-

де в спонтанный режим, однако сохраняется и его

превышение над значением корреляционной функ-

ции в коллинеарной геометрии ПР, кратное числу

слоев K = L/∆Li.

Разработанный подход может применяться в слу-

чаях, когда не существенна расходимость волн в ка-

налах ПР, связанная с допустимой расстройкой фа-

зового синхронизма. Неучет многомодового характе-

ра ПР, обусловленного неточным синхронизмом, яв-

ляется основным приближением принятой в работе

модели ПР. В частности, это приближение накла-

дывает ограничение на минимальную ширину сло-

ев ∆Li, в пределах которых подавляющая часть хо-

лостых фотонов из рождающихся в слое коррелиро-

ванных бифотонных пар еще остается в объеме нели-

нейного взаимодействия. Последовательный учет до-

пустимой расстройки фазового синхронизма позво-

лит в будущем также определить степень влияния

эффектов утечки на форму линии ПР в холостом

и сигнальном каналах. Исследование возможных ис-

кажений будут важны для оценки точности обработ-

ки сигналов в схемах квантовых интерферометров на

основе неколлинеарных процессов СПР.

Однако, несмотря на все ограничения принятой

модели,полученные результаты выявляют особенно-

сти квантовых параметров ПР в неколлинеарной

геометрии нелинейно-оптического взаимодействия.

Учет возможного негативного или, напротив, пози-

тивного влияния этих особенностей одинаково необ-

ходим при создании квантово-оптических устройств.

В частности, при планировании схем генерации од-

нофотонных состояний методом условного отбора,

при развитии методов построения скрытых изобра-

жений, основанных на высокой степени корреляции

фотонов, при определении точности основанных на

СПР методов абсолютной квантовой фотометрии, а

также в других применениях ПР в квантовой метро-

логии и сенсорике [26].
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