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На основе нестационарной теории Гинзбурга–Ландау выполнен расчет нелинейного отклика на вто-
рой гармонике сверхпроводящего конденсата под действием облучения структурированным светом (в
частности, параксиальными Лагерр–Гауссовыми пучками). Рассмотрены два механизма нелинейности:
нелинейность, связанная с модуляцией сверхтекучей плотности за счет потенциала электрон-дырочного
разбаланса, сгенерированного электромагнитной волной, и внутренний диодный эффект в сверхпрово-
дящей гибридной структуре, обусловленный совместным действием спин-орбитального взаимодействия
Рашба и обменного поля. Показано, что оба механизма приводят к переизлучению волны с удвоенным
орбитальным моментом пучка накачки, но имеют различные правила отбора и разные формы дифрак-
ционных картин. Для частного случая тонкой сверхпроводниковой пленки получены распределения
интенсивности дифракционной картины в дальней зоне и исследована модовая структура рассеянного
излучения.
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Введение. В последние годы пучки структури-

рованного света прочно вошли в арсенал экспери-

ментальной физики как эффективный инструмент

исследования электронных характеристик конденси-

рованных сред, а также управления их свойствами.

Использование структурированного света расширя-

ет набор управляющих параметров воздействия на

вещество: к частоте, интенсивности и поляризации

добавляется пространственная фаза поля. Наиболее

удобным с экспериментальной точки зрения приме-

ром являются Лагерр–Гауссовы (ЛГ) пучки с фа-

зовым множителем exp(imϕ): каждый фотон такой

моды несет орбитальный угловой момент m~ [1–4].

Поэтому ЛГ-пучки служат удобным эталоном при

описании оптических переходов, фототоков и нели-

нейной конверсии частоты, избирательных по орби-

тальному моменту. [5–11]. В сверхпроводниках эта

идея имеет дополнительный смысл: электромагнит-

ная волна не только возбуждает квазичастицы, но

и непосредственно индуцирует сверхтекучую ско-

рость конденсата (бездиссипативные токи). Если от-

1)См. дополнительный материал к данной статье на сайте

нашего журнала www.jetpletters.ru
2)e-mail: zuev.ob@phystech.edu

клик сверхпроводника нелинеен, фотоиндуцирован-

ный сверхтекучий ток становится источником коге-

рентного излучения на новых частотах.

Генерация второй гармоники (ГВГ) особенно

удобна для бесконтактного зондирования такой

нелинейности. Объектом для измерения является

дифракционная картина в дальней зоне, а не ло-

кальный ток в сверхпроводнике. При этом сигнал

на второй гармонике может нести информацию о

пространственной структуре источника, т.е. о том,

какие азимутальные и радиальные компоненты

сверхтока были возбуждены в пленке. Кроме того,

существуют оптические сортировщики ЛГ-мод,

которые преобразуют различные моды в разные

выходные каналы и тем самым позволяют измерять

модовый состав излучения, а не только его суммар-

ную мощность [12]. Поэтому предсказания для долей

орбитальных гармоник и радиальных профилей яв-

ляются непосредственно проверяемыми. Близкие по

духу работы обсуждали передачу углового момента

света сверхпроводящему конденсату и оптическую

запись вихревых конфигураций [13, 14]. ГВГ в

двумерных сверхпроводниках ранее исследовалась

также во флуктуационном режиме, в том числе

для монослойных и изинговских систем [15, 16].
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В отличие от этих работ, ниже мы рассматриваем

когерентный отклик сформировавшегося сверхпро-

водящего конденсата ниже Tc на пространственно

структурированную накачку.

В настоящей работе мы рассматриваем другую,

но экспериментально связанную задачу: как сверх-

проводящая пленка переизлучает вторую гармонику,

когда ее возбуждает ЛГ-накачка с заданными индек-

сами (p,m). Здесь p – радиальный индекс ЛГ-моды,

а m – ее азимутальный индекс.

В стандартной модели электродинамики сверх-

проводника квадратичный по полю источник отсут-

ствует (имеется лишь кубичная по полю волны нели-

нейность [17, 18]). В данной работе мы рассмот-

рим обобщения стандартной модели, которые позво-

ляют учесть два качественно различных механизма

квадратичного отклика. Первый связан с электрон–

дырочной асимметрией в сверхпроводнике: мнимая

часть релаксационной константы создает линейную

модуляцию величины параметра порядка за счет ге-

нерации потенциала электрон-дырочного разбалан-

са, а ее произведение с линейной сверхскоростью да-

ет ток на частоте 2ω [19, 20], где ω – частота па-

дающего излучения. Второй возникает в системах с

внутренним сверхпроводящим диодным эффектом,

где одновременно нарушены пространственная ин-

версия и инверсия относительно обращения време-

ни. В пленке с взаимодействием Рашбы и обменным

полем появляется выделенный вектор u0 = n × h, и

ток становится нелинейной функцией сверхскорости

[21–27]. Здесь n – единичный вектор нормали к плен-

ке, а h – единичный вектор в направлении обменно-

го поля. В работе [24] та же нелинейность приводила

к генерации фотогальванического постоянного тока

и эффекту сверхпроводящей фазовой батареи; здесь

мы используем этот механизм нелинейности как ис-

точник второй гармоники рассеянной волны. В близ-

кой задаче о вихрях в сверхпроводниках с внутрен-

ним диодным эффектом та же нелинейность приво-

дит к хиральному искажению сверхтекучей скоро-

сти, нецентральным силам взаимодействия вихрей и

анизотропии поверхностного барьера [28].

Одна из наших задач в данной публикации – рас-

смотреть эти два механизма квадратичной нелиней-

ности и показать, что структурированная накачка

позволяет различать их не только по величине сиг-

нала, но и по особенностям дифракционной картины.

Линейная сверхтекучая скорость vs,ω, индуцирован-

ная полем на частоте ω, является общей для обоих

механизмов: ее надо найти один раз из задачи экра-

нирования падающей волны. Затем она входит в два

разных квадратичных источника. В случае наличия

электрон-дырочной асимметрии структура источни-

ка имеет вид “скаляр × вектор”, ∆1vs,ω, и дает зна-

чения орбитального момента m′ = 2m ± 1. В диод-

ном случае источник имеет вид “вектор × вектор”,

содержит ось u0 и дает компоненты углового момен-

та m′ = 2m, 2m± 2. Поэтому, например, для m = 1

электрон-дырочный вклад содержит нечетные кана-

лы m′ = 1, 3, а диодный – четные каналы m′ = 0, 2, 4.

Это различие приводит к различным дифракци-

онным картинам. Электрон-дырочные моды переиз-

лученной волны находятся в ортогональных цирку-

лярных поляризациях и не интерферируют между

собой; поэтому интенсивность зависит только от ра-

диального импульса q. В диодном случае при ли-

нейной или эллиптической ЛГ-накачке разные гар-

моники m′ = 2m, 2m ± 2 попадают в одну и ту

же циркулярную компоненту поля. Их интерферен-

ция дает в полной интенсивности угловой член вида

cos 2(ϕ − ϕu), поскольку переизлученные гармоники

отличаются по орбитальному моменту на 2. Значе-

ние m меняет сами номера гармоник и радиальные

профили, но не период этой основной угловой моду-

ляции.

Параксиальная ЛГ-накачка и линейная

сверхскорость. Рассмотрим сверхпроводящую

пленку толщины d в плоскости z = 0. Падающий

пучок распространяется вдоль нормали n, а его

фокус расположен на поверхности. Скалярную

радиальную огибающую ЛГ-моды, из которой

в используемом угловом TE/TM-представлении

строятся компоненты векторного поля, запишем как

Um
p (ρ) =

(√
2ρ

w0

)|m|

L|m|
p

(
2ρ2

w2
0

)
, e−ρ2/w2

0 , (1)

где w0 – характерная ширина Лагерр–Гауссова пуч-

ка, а p и m – его радиальная и азимутальная моды

соответственно.

Для выделения компоненты поля параллельной

поверхности пленки, а, как следствие, и направления

сверхтекучего тока, удобно ввести Qω = n×Bω, где

Bω – комплексная амплитуда падающего магнитно-

го поля на освещенной поверхности. В лабораторном

циркулярном базисе

Qω,± ≡ Qω,x ± iQω,y = B0i
mei(m±1)ϕa±(ρ), (2)

где

a±(ρ) =
up ∓ ius

k

(
∂ρ ∓

m

ρ

)
Um
p (ρ). (3)

Здесь k = ω/c – волновое число в вакууме, а вели-

чина B0 задает характерную амплитуду магнитно-
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го поля падающей волны. Комплексные числа us, up

задают веса s- (TE-) и p- (TM-) поляризаций в угло-

вом спектре пучка. Соотношение между огибающей

Лагерр–Гауссовых пучков и полями Eω, Bω, а также

значение компоненты Ez для модуляции сверхпрово-

дящего параметра порядка, представлены в дополни-

тельных материалах. Индекс m характеризует ази-

мутальную фазу скалярной огибающей и продольной

компоненты векторного пучка. В лабораторных цир-

кулярных компонентах поперечного поля к нему до-

бавляется поляризационный вклад ±1, поэтому от-

дельные поперечные компоненты имеют азимуталь-

ные индексы m± 1.

Все поля далее являются комплексными ампли-

тудами. Физическое поле восстанавливается как

E(t) = Re
[
Eωe

−iωt +E2ωe
−2iωt

]
.

Поэтому квадратичные источники на 2ω записыва-

ются через произведения комплексных амплитуд, на-

пример, vs,ω ·vs,ω или vs,ω ·∆1, без преждевременного

взятия вещественной части.

Линейная сверхскорость vs,ω является общей для

обоих механизмов. В случае тонкой отражающей

пленки ток почти однороден по толщине при d ≪
≪ |λeff(ω)|, где λ−2

eff = λ−2 − 4πiσnω
c2 . Здесь λ – лон-

доновская глубина проникновения, а σn – проводи-

мость нормальной компоненты. Из граничного усло-

вия для плотности тока, проинтегрированной по тол-

щине пленки (Jω =
∫ d

0
jω(z)dz)

2Qω =
4π

c
Jω , Jω ≃ −2e∆2

0dvs,ω . (4)

Здесь e > 0 – модуль заряда электрона, а ∆0 – рав-

новесная амплитуда параметра порядка. Получаем

vs,ω ≃ −8eaTcξ
2
0λ

2
eff(ω)

c~2d
Qω = − c

4πe∆2
0d

λ2
eff(ω)

λ2
Qω.

(5)

Здесь a – коэффициент разложения Гинзбурга–

Ландау, а ξ0 – масштаб длины когерентности на нуле-

вой температуре. В низкочастотном пределе λeff → λ

это обычное выражение для сверхтока в тонкой плен-

ке. При d & |λeff | нужно учитывать распределе-

ние поля по толщине. Подробнее о нестационарном

уравнении Гинзбурга–Ландау и граничных условиях

можно прочитать в дополнительных материалах.

ГВГ в сверхпроводнике с эффектом

электрон-дырочной асимметрии. Для описания

механизма нелинейности, связанного с генерацией

потенциала электрон-дырочного разбаланса, мы

используем подход, основанный на нестационарной

теории Гинзбурга–Ландау. Исходное уравнение для

параметра порядка имеет вид [20]

−Γ(~∂t − 2ieφ)∆ = −aTcǫ∆+ b|∆|2∆+

+ aTcξ
2
0

(
−i∇+

2π

Φ0
A

)2

∆. (6)

Здесь ǫ = (Tc − T )/Tc, Φ0 = π~c/e, а Γ = πa/8 + iγ.

В уравнении (6) ∆ – комплексный параметр поряд-

ка, φ и A – скалярный и векторный электромаг-

нитные потенциалы, а b – коэффициент разложения

Гинзбурга–Ландау. Величина Φ0 является квантом

магнитного потока, Γ – комплексной релаксационной

константой, а γ – ее мнимой частью. Малый пара-

метр электрон-дырочной асимметрии равен ν = 8γ
πa .

Заметим, что условия применимости нестационарной

теории Гинзбурга–Ландау предполагают ограниче-

ние на рабочие частоты ωτph ≪ 1 (где τph – вре-

мя электрон-фононной релаксации). Исходя из это-

го критерия, а также учитывая, что даже в рамках

более корректного микроскопического описания от-

клик сверхпроводящего конденсата должен исчезать

при частотах, существенно превышающих величину

сверхпроводящей щели, можно заключить, что в воз-

можных экспериментах оптимальные частоты долж-

ны лежать в терагерцовом диапазоне.

Используем разложение сверхпроводящего пара-

метра порядка в виде ∆ = (∆0+∆1)e
iχ, ∆2

0 = aTcǫ/b,

и вводим инвариантный потенциал зарядового раз-

баланса φ̃ = φ− (~/2e)∂tχ. Здесь χ – фаза параметра

порядка, а ∆1 – линейная поправка к его амплиту-

де. В электрон-дырочном механизме продольное по-

ле Eω,z входит в граничное условие для φ̃ω и тем

самым создает поправку ∆1 к модулю параметра по-

рядка; соответствующий вывод приведен в дополни-

тельных материалах. Линеаризация нестационарно-

го уравнения Гинзбурга–Ландау дает два следующих

равенства:

−∇2∆1 + q21∆1 = −2eτν∆0

~ξ2
φ̃ω , (7)

где q21 = (2 − iωτ)/ξ2, ξ2 = ξ20/ǫ и τ = π~/(8Tcǫ). Ве-

личина τ является временем релаксации Гинзбурга–

Ландау, а ξ – длиной когерентности Гинзбурга–

Ландау. В результате имеем ∆1 = imeimϕ∆ωU
m
p ∝ ν,

а источник второй гармоники возникает из смеши-

вания этой скалярной поправки с общей линейной

сверхскоростью:

j
(2ω)
eh (t) = Re

[
jeh,2ωe

−2iωt
]
, jeh,2ω = −2e∆0∆1vs,ω.

(8)

После усреднения по толщине и перехода к лабора-
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торным циркулярным компонентам j
(2ω)
eh,± = j

(2ω)
eh,x ±

±ij
(2ω)
eh,y получаем, с точностью до общего множителя,

j
(2ω)
eh,+ = AehU

m
p a+e

i(2m+1)ϕ,

j
(2ω)
eh,− = AehU

m
p a−e

i(2m−1)ϕ, (9)

где Aeh = (−1)m cB0

2π∆0d
λ2

eff
(ω)

λ2 ∆ω ∝ ν. Следовательно,

набор азимутальных мод в случае рассматриваемо-

го механизма нелинейности соответствует значениям

угловых моментов

m′
eh = 2m− 1, 2m+ 1. (10)

ГВГ в сверхпроводнике с диодным эффектом.

Второй механизм связан с внутренним сверхпро-

водящим диодным эффектом. Он может возни-

кать, например, в гибридной тонкопленочной систе-

ме сверхпроводник–ферромагнитный изолятор, где

одновременно нарушены пространственная инвер-

сия и симметрия обращения времени. В рассмат-

риваемой ситуации эти две симметрии нарушаются

соответственно спин-орбитальным взаимодействием

Рашбы и обменным полем. Их совместное действие

выделяет в плоскости пленки полярное направление

u0 = n× h, где n – нормаль к пленке, а h – единич-

ный вектор в направлении обменного поля. Физиче-

ски это означает, что сверхтоки вдоль u0 и против

u0 уже не являются полностью эквивалентными: за-

висимость тока от сверхтекучей скорости получает

нечетную относительно направления тока нелиней-

ную поправку.

Следуя работе [24], удобно разлагать ток не око-

ло состояния с нулевой сверхскоростью, а около со-

стояния с нулевым полным равновесным током. По-

этому мы вводим ṽs = vs − vs0, где vs0 – равновес-

ное смещение сверхтекучей скорости, компенсирую-

щее спонтанный ток, возникающий в нецентросим-

метричной магнитной структуре [24, 29]. В этих обо-

значениях нелинейная связь ток–сверхскорость запи-

сывается как

js = −e∆2
0

[
2ṽs −

ṽ2s
vc

u0 −
2(u0 ·ṽs)

vc
ṽs

]
. (11)

Первый член здесь является обычным лондоновским

откликом, тогда как два оставшихся члена описыва-

ют диодную нелинейность. Именно они отвечают за

то, что переменная сверхскорость vs, ω, наведенная

падающей волной, создает квадратичный по полю

ток на частоте 2ω. В отличие от электрон-дырочного

механизма, здесь не требуется амплитудная модуля-

ция параметра порядка: вторая гармоника возникает

непосредственно из нелинейной зависимости сверх-

тока от сверхскорости.

Параметр vc задает характерную сверхскорость,

при которой диодная поправка становится суще-

ственной по сравнению с линейным лондоновским

током. Эквивалентно силу этого эффекта удобно ха-

рактеризовать длиной η и безразмерным парамет-

ром ζ = η/ξ. Параметр η служит мерой интенсив-

ности кубического градиентного члена в эффектив-

ной энергии: чем больше η, тем сильнее асимметрия

сверхтока относительно направления движения кон-

денсата. В тонкопленочном низкочастотном пределе

это приводит к оценке vs,ω/vc ∼ (η/d)(B0/Hcm)(ξ/λ),

которая отражает как собственную силу диодной

нелинейности, так и усиление сверхтекучей скорости

в пленке толщиной d ≪ λ. Здесь Hcm – термодина-

мическое критическое поле.

Микроскопически параметр η определяется про-

изведением двух факторов: магнитного нарушения

симметрии обращения времени и спин-орбитального

нарушения инверсии [30]. Поэтому по порядку ве-

личины η ∼ (Eex/Tc)(vso/vF )ξ0 [24, 31]. Здесь Eex –

характерная энергия обменного, или зеемановского,

расщепления в сверхпроводящей гибридной струк-

туре; vso – скорость, характеризующая силу раш-

бовского спин-орбитального взаимодействия; vF —

скорость Ферми; ξ0 – чистая длина когерентности.

Такая форма подчеркивает, что диодная нелиней-

ность исчезает, если убрать либо обменное поле, ли-

бо спин-орбитальную связь. Для типичных гибрид-

ных структур разумный интервал оценок составляет

ζ ∼ 0.1− 1. Эта оценка согласуется с анализом диод-

ных сверхпроводниковых структур, где тот же куби-

ческий градиентный член приводит к хиральной де-

формации сверхтекучей скорости в вихревом состо-

янии и нецентральному взаимодействию вихрей [28].

Комплексная амплитуда источника на частоте 2ω

равна

jD,2ω =
e∆2

0

2vc
[(vs,ω ·vs,ω)u0 + 2(u0 ·vs,ω)vs,ω ] . (12)

Для u0 ‖ x получаем

j
(2ω)
D,+ = AD

[
a2+e

i(2m+2)ϕ + 2a+a−e
2imϕ

]
,

j
(2ω)
D,− = AD

[
2a+a−e

2imϕ + a2−e
i(2m−2)ϕ

]
, (13)

где AD = (−1)m
c2B2

0

32π2e∆2

0
vcd2

(
λ2

eff
(ω)

λ2

)2
∝ η. В резуль-

тате получаем соответствующие значения угловых

моментов

m′
D = 2m− 2, 2m, 2m+ 2. (14)
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Экранировка и излучение на второй гармо-

нике. Для корректного расчета излучения на второй

гармонике нам необходимо учесть как ток нелиней-

ного источника (приведенный выше), так и линей-

ную экранировку этого тока на частоте 2ω:

j(2ω) = j
(2ω)
ph + j

(2ω)
M , j

(2ω)
M =

ic2

8πωλ2
E(2ω) + σnE

(2ω).

(15)

Тогда на второй гармонике получаем уравнение для

Фурье-компонент

−∇×∇×E2 − λ−2
2 E2 = −8πiω

c2
j
(2ω)
ph + λ−2∇φ̃2, (16)

где λ−2
2 = λ−2− 8πiωσn

c2 . Последний член в (16) важен

для описания z-компоненты поля, но его поперечная

часть мала как (λ/w0)
2 для параксиальной накачки.

Поэтому для излучаемого поперечного поля решает-

ся одномерная задача

[
∂2
z − κ2

2(q)
]
E±(q, z) = −8πiω

c2
j
(2ω)
± (q, z), (17)

где κ2(q) =
√
λ−2
2 + q2 . В вакууме вместо κ2 мы

имеем K2(q) =
√
k22 − q2, k2 = 2ω/c. В дальней зоне

над пленкой получаем выражение для электрическо-

го поля в виде:

E
(σ)
m′,±(ρ, ϕ, z) = −8πiω

c2
eim

′ϕ

∫ ∞

0

q dq ×

× J (σ)
m′,±(q)T−(q)Jm′(qρ)e−iK2(q)z . (18)

Индекс σ принимает значения eh и D, соответ-

ствующие электрон-дырочному и диодному механиз-

мам нелинейности. Здесь J (σ)
m′,±(q) – преобразова-

ние Фурье–Бесселя соответствующей средней по тол-

щине объемной плотности нелинейного тока. Для

симметричной ультратонкой пленки и однородного

по толщине источника

T− = T+ ≃ − λ2
2

1− 2iK2λ2
2/d

. (19)

Вывод формулы (19) в дополнительных материалах.

Заметим, что для упрощения изложения в слу-

чае сверхпроводника с диодным эффектом мы прене-

брегаем здесь влиянием магнитной восприимчивости

тонкой пленки ферромагнитного изолятора на элек-

тродинамику излучения на второй гармонике.

Наблюдаемая интенсивность в поперечном

импульсном пространстве определяется через мо-

дуль вектора Пойнтинга в дальней зоне. При

E± = Ex ± iEy

I(σ)(qx, qy) =
c

16π

(
|E(σ)

+ |2 + |E(σ)
− |2

)
, (20)

а радиальный профиль и доля мощности на гармо-

нике m′ равны

Ī(σ)(q) =
1

2π

∫ 2π

0

I(σ)(q cos θ, q sin θ) dθ, (21)

P(σ)
m′ =

∑
s=±

∫ k2

0 q dq |E(σ)
m′,s(q)|2∑

m′′,s

∫ k2

0 q dq |E(σ)
m′′,s(q)|2

. (22)

Данные выражения позволяют нам оценить интен-

сивности I
(2ω)
eh и I

(2ω)
D

, приведенные ниже в выра-

жениях (26). Величины P(σ)
m′ могут быть измерены

экспериментально. После спектрального выделения

частоты 2ω излучение необходимо направить на сор-

тировщик ЛГ-мод, который пространственно разде-

ляет каналы с разными азимутальными и радиаль-

ными индексами [12].

Дифракционные картины в дальней зоне.

На рисунке 1 мы представляем дифракционные кар-

тины излучения на второй гармонике, возникающие

для случаев двух разных механизмов, рассмотрен-

ных в работе. Размер картины на экране определя-

ется фраунгоферовской дифракцией: θdif ∼ (k2w0)
−1

и ρdif ∼ z/(k2w0). Для сверхпроводника с электрон-

дырочной асимметрией при p = m = 1 доминиру-

ет кольцо с центральным минимумом. Такая кар-

тина связана с произведением Um
p a±: производная

ЛГ-профиля добавляет радиальные узлы, но угловая

зависимость исчезает из полной интенсивности по-

сле суммирования ортогональных циркулярных по-

ляризаций. Диодный источник содержит a2+, a+a−
и a2−; кроме того, вектор u0 выбирает ось в плоско-

сти. Поэтому форма дифракционных картин меня-

ется качественно: интенсивность перераспределяется

между центральной областью, лепестками и внеш-

ним кольцом.

Для механизма, связанного с генерацией

электрон-дырочного разбаланса, две гармоники

2m ± 1 находятся в ортогональных циркулярных

компонентах:

Eeh = A(q)ei(2m+1)ϕe+ +B(q)ei(2m−1)ϕe−. (23)

Так как e+ · e∗− = 0, полная интенсивность равна

|A|2 + |B|2 и не содержит интерференционного чле-

на cos 2ϕ. В диодном случае разные гармоники появ-

ляются в одной и той же циркулярной компоненте,

например

ED,+ = A+(q)e
i(2m+2)ϕ +B+(q)e

2imϕ, (24)

(для ED,− аналогично), и поэтому получаем

ID(q, ϕ) = I0(q) + I2(q) cos{2[ϕ− ϕu] + δ(q)}. (25)
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Рис. 1. (Цветной онлайн) Дифракционные картины излучения на второй гармонике, создаваемого фотоиндуцирован-
ными токами в тонкой пленке. Показана нормированная интенсивность I(x, y)/Imax в плоскости детектора на большом
расстоянии z. Верхний ряд соответствует сверхпроводнику с электрон-дырочной асимметрией, нижний ряд – сверхпро-
воднику с диодным эффектом. Столбцы соответствуют (m,p) = (1, 1), (1, 2), (2, 2). Во всех панелях взята ЛГ-накачка
с линейной поляризацией us = up = 1/

√
2. В диодном случае для m = 1 присутствует канал m′ = 0, что допускает

ненулевую интенсивность в центре картины, тогда как для m = 2 разрешены только m′ = 2, 4, 6, и интенсивность в
центре картины подавлена.

Здесь ϕu задает направление u0, а δ(q) – фаза ком-

плексного интерференционного коэффициента меж-

ду соседними модами в (24). Период этой модуляции

не зависит от входного m: угловые моменты соседних

гармоник всегда отличаются на два.

Интенсивность излучения и ее распределе-

ние по модам. На рисунке 2 изображены усред-

ненные по углу радиальные профили дифракцион-

ной картины второй гармоники. Для выбранной ли-

нейной поляризации излучения и углового момента

m = 1 в сверхпроводнике с электрон-дырочной асим-

метрией мощность делится между m′ = 1 и m′ = 3.

Диодный источник разрешает четные гармоники; в

примере с m = 1 максимальной интенсивностью об-

ладает гармоника с m′ = 2, а гармоника с m′ = 0 от-

вечает за интенсивность на малых углах (см. рис. 2).

Модовый сортировщик дает прямой способ прове-

рить эти предсказания: он не только фиксирует фор-

му дифракционной картины, но и раскладывает поле

по ортогональным ЛГ-каналам, что особенно полез-

но при слабых боковых максимумах. Парциальные

модовые интенсивности, вычисленные по (22), пока-

заны на рис. 3.

Из формул (18), (19), (20) мы получаем, что

по порядку величины интенсивности излучения на

второй гармонике для двух рассматриваемых меха-

низмов, нормированные на интенсивность падающей

волны Iω = cB2
0/8π, имеют вид:

I
(2ω)
eh

Iω
∼ (kλ)2ν2

(
ξ

w0

)2(
B0

Hcm

)2(
λ

d

)4

,

I
(2ω)
D

Iω
∼ (kλ)2ζ2

(
B0

Hcm

)2(
λ

d

)4

. (26)

Эти оценки не требуют, чтобы оба механизма обя-

зательно измерялись в одном и том же образце: они

задают масштаб сигнала на второй гармонике для

двух разных типов сверхпроводящих пленок или для

образца, где оба условия выполнены одновременно.

Фактор (λ/d)4 в (26) является следствием стандарт-

ного усиления плотности тока и сверхтекучей скоро-

сти в тонкопленочном образце с толщиной d ≪ λ и,

соответственно, усиления интенсивности второй гар-

моники [20].

Зависимость электрон-дырочного механизма от

ширины пучка связана с граничным условием для

потенциала зарядового разбаланса φ̃ω . Как показано

в дополнительных материалах, ∂zφ̃ω

∣∣∣
z=0

= −E
(i)
ω,z ∝

∝ ω sin θ B0. Для параксиального пучка sin θ ≃ k⊥/k,
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Рис. 2. (Цветной онлайн) Усредненные по углу радиальные профили дифракционной картины второй гармоники. По-
казана нормированная радиальная зависимость Ī(ρ)/Imax, где Ī(ρ) = 1

2π

∫ 2π

0
I(ρ,ϕ) dϕ – угловое среднее интенсивности

излучения на второй гармонике в плоскости детектора на большом расстоянии z; ρ =
√

x2 + y2. Верхний ряд соот-
ветствует сверхпроводнику с электрон-дырочной асимметрией, нижний ряд – сверхпроводнику с диодным эффектом.
Три столбца соответствуют падающей ЛГ-накачке с (m,p) = (1, 1), (1, 2) и (2, 2); во всех случаях взята линейная по-
ляризация us = up = 1/

√
2. Черная сплошная кривая рассчитана по полному когерентному полю второй гармоники,

а цветные кривые показывают вклады отдельных азимутальных каналов m′ после углового усреднения: m′ = 2m± 1
для электрон-дырочного механизма и m′ = 2m− 2, 2m, 2m+ 2 для диодного механизма

а характерный поперечный волновой вектор опреде-

ляется шириной пучка, k⊥ ∼ w−1
0 . Поэтому φ̃ω , а

вместе с ним модуляция параметра порядка ∆1, со-

держат дополнительный множитель ∼ ξ/w0. Диод-

ный механизм, напротив, возникает непосредственно

из квадратичной зависимости сверхтока от индуци-

рованной сверхскорости и не требует возбуждения

φ̃ω , поэтому такого дополнительного фактора ξ/w0

в нем нет.

Используя оценки (26), можно получить парамет-

рическое сравнение интенсивностей двух механизмов

нелинейности. Если обе нелинейности присутствуют

в одном образце или если сравниваются образцы с

одинаковыми λ, ξ, d, w0 и амплитудой накачки, то

ID
Ieh

∼ ζ2

ν2

(
w0

ξ

)2

. (27)

Относительная величина диодного вклада

определяется параметром ζ, тогда как электрон-

дырочный механизм контролируется параметром ν

и дополнительно подавлен малым фактором ξ/w0.

Поэтому для параксиального пучка с w0 ≫ ξ,

при типичных значениях параметров ζ ∼ 0.1−1

и ν ∼ 10−1−10−2 диодный механизм может пре-

обладать для структур с внутренним диодным

эффектом.

Для иллюстрации возьмем характерные по по-

рядку величины для тонкой пленки NbN парамет-

ры: λ = 4 × 10−5 см, ξ = 5 × 10−7 см, d = 10−6 см,

Hcm = 1.2 × 103 Э, w0 = 10−1 см и B0 = 1Гс. При

f = 1ТГц формулы (26) дают

I
(2ω)
D

Iω
∼ 10−6−10−4,

I
(2ω)
eh

Iω
∼ 10−18−10−16

для ζ = 0.1−1 и ν = 10−2−10−1 соответственно. То

есть конкретно для NbN электрон-дырочным меха-

низмом можно заведомо пренебречь. Наша теория

работает при условии слабого поля, которое в дан-

ном случае выполнено: B0 ≪ Hcm
d
λ ≃ 30Гс .

Механизм электрон-дырочной асимметрии дает

большую долю переизлучения на второй гармони-

ке для материалов с не слишком малым отношени-

ем Tc к энергии Ферми, например, FeSe. Для иллю-

страции возьмем характерные по порядку величины
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Рис. 3. (Цветной онлайн) Разложение излученного по-
ля второй гармоники по ЛГ-модам для входной моды
накачки с индексами (p,m) = (2, 1) в геометрии тон-
кой сверхпроводящей пленки. Гистограммы показыва-
ют долю мощности отдельных выходных ЛГ-каналов
на частоте 2ω в зависимости от радиального индекса
p′. Верхняя и нижняя панели соответствуют двум раз-
решенным по спиральности ветвям орбитального мо-
мента: m′ = 2m + 1 = 3 и m′ = 2m − 1 = 1. Выбор
базиса с характерной шириной w2ω = w0/

√
2 соответ-

ствует квадратичной природе источника второй гармо-
ники и приводит к конечному набору радиальных мод
p′ = 0, 1, . . . , 2p + 2. Таким образом, рисунок демон-
стрирует не только правило отбора по азимутальному
индексу m′ = 2m ± 1, но и конечную структуру воз-
бужденных радиальных ЛГ-мод.

для тонкой пленки FeSe параметры: λ = 10−4 см,

ξ = 10−6 см, d ∼ ξ. При f = 1ТГц, w0 = 10−2 см

и B0/Hcm = d/λ = 0.01 формулы (26) дают

I
(2ω)
eh

Iω
∼ 4× 10−10−4× 10−9

для ν = 0.1−0.3.

Рассматриваемая в нашей работе теория

описывает только сверхпроводящий вклад в ГВГ.

Как выше, так и ниже Tc имеется также вклад

несверхпроводящей компоненты (нормальных

квазичастиц). Этот вклад также зависит от темпе-

ратуры в силу изменения концентрации нормальных

квазичастиц ниже Tc, однако вблизи критической

температуры данная температурная зависимость

нормального вклада очень слабая. Сверхпроводя-

щий вклад, как мы видим, напротив, существенно

зависит от температуры в области, близкой к Tc и,

таким образом, его можно выделить по характерной

температурной зависимости при проходе по темпе-

ратуре через Tc (с вычитанием нормального фона).

Такого рода эксперимент может использоваться для

наблюдения перехода в сверхпроводящее состояние.

Заключение. Мы сформулировали компактную

теорию ГВГ структурированного света в сверхпро-

водящей пленке, где электрон-дырочная асиммет-

рия и внутренний диодный эффект выступают как

различные механизмы квадратичной нелинейности.

Для параксиальной ЛГ-накачки это приводит к раз-

ным правилам отбора: m′ = 2m ± 1 для сверхпро-

водника с электрон-дырочной асимметрией и m′ =

= 2m, 2m ± 2 для сверхпроводника с диодной нели-

нейностью. Дифракционные картины, радиальные

профили и распределения по модам дают взаимо-

дополняющие способы экспериментального различе-

ния источников. Абсолютные величины интенсивно-

стей задаются формулами (26): сигнал на второй

гармонике от сверхпроводящей пленки с электрон-

дырочной асимметрией контролируется параметром

ν, а с диодной нелинейностью – безразмерным па-

раметром ζ = η/ξ и выделенной осью u0. Меха-

низм, связанный с электрон-дырочной асимметрией,

оказывается особенно важен в образцах без диодной

асимметрии. Экспериментальное измерение предска-

занных эффектов может как определить указанные

параметры квадратичной нелинейности, так и стать

важным для приложений, связанных с использо-

ванием структурированного света для управления

сверхпроводящими состояниями.
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