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В реальных кристаллах свойства приповерхностной области отличаются от объема. Поэтому возни-
кает необходимость уточнения фундаментального понятия физики топологических изоляторов – соот-
ветствия объем–граница (bulk-boundary correspondence). В работе показано, что поверхностный потенци-
ал, характеризующий отличие поверхности от объема, может как подавлять поверхностные связанные
состояния в топологически нетривиальном материале, так и создавать их в топологически тривиаль-
ном материале. Определены границы областей “слабого” и “сильного” нарушения соответствия объем–
граница. Различие топологического и нетопологического материалов сохраняется при учете поперечной
дисперсии, которая существенно влияет на условия формирования поверхностных связанных состояний.
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1. Введение. Исследование топологических ма-

териалов, особенности электронных свойств которых

определяются законами топологии, в последние годы

стало одним из наиболее ярких и динамично разви-

вающихся направлений современной физики и науки

о материалах. Различные аспекты этого круга явле-

ний и теорий подобно изложены в ряде фундамен-

тальных обзоров [1–6].

Важный класс топологических материалов обра-

зуют топологические изоляторы (ТИ), электронный

спектр которых в объеме материала соответствует

изолятору (полупроводнику), а на поверхности име-

ет металлический (бесщелевой) характер. ТИ харак-

теризуются отличием от нуля некоторой инвариант-

ной по отношению к малым изменениям параметров

материала (деформациям) величины – топологиче-

ского инварианта (индекса). В одномерных (1D) ТИ

топологическим инвариантом служит число оборо-

тов (winding number), в 2D ТИ – число Черна, а в

Z2 2D и 3D ТИ топологический порядок связан с

наличием инверсии зон и отвечает ненулевому эле-

менту группы Z2 (т.е. 1). Принципиальным обстоя-

тельством служит то, что топологический инвари-

ант вычисляется на объемных волновых функциях,

но определяет поверхностные свойства системы. В

этом проявляется фундаментальное свойство ТИ –

наличие соответствия объем–граница (bulk–boundary
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correspondence). Физический механизм возникнове-

ния отличного от нуля топологического инварианта

можно исследовать на упрощенных моделях [7], сре-

ди которых исторически особое место занимает на-

глядная 1D модель сильной связи Су–Шриффера–

Хиггера (СШХ), первоначально использованная для

описания электронных свойств цепочек полиацети-

лена [8]. Следует отметить, что, как показано в рабо-

те [9], особенности электронного спектра такого ти-

пичного Z2 ТИ, как Bi2Se3, могут быть объяснены

также и на базе трехмерного обобщения 1D модели

Райса–Меле (РМ) [10], родственной СШХ модели.

Вычисление числа оборотов в 1D модели СШХ

требует задания элементарной ячейки кристалла.

При этом важно, что сдвиг границ элементарной

ячейки меняет также число оборотов. В полубес-

конечном кристалле граница ячейки определяется

границей кристалла, которая служит естественной

границей элементарной ячейки, что и лежит в ос-

нове соответствия объем–граница. Таким образом,

не только объемная топологическая характеристика

определяет электронную структуру поверхности, но

и поверхность путем задания границ элементарной

ячейки определяет топологические свойства объема.

В 2D и 3D структурах поперечная дисперсия при-

водит к формированию краевых проводящих кана-

лов, связанных с топологическими поверхностными

состояниями. Однако, как экспериментально проде-

монстрировано, например, в работе [11] на примере
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HgTe квантовых ям и в работах [12, 13] для гете-

роструктур InAs/GaSb, краевой транспорт и, следо-

вательно, локализованные на поверхности состояния

могут сохраняться и в нетопологической фазе.

В существующих моделях соответствия объем–

граница обычно рассматривается идеальный полу-

бесконечный кристалл (см., например, [7, 9]). Одна-

ко в реальных кристаллических структурах поверх-

ность и интерфейс подвержены реконструкции и ре-

лаксации. В результате этого атомные и электрон-

ные характеристики приповерхностной (интерфейс-

ной) области, как правило, отличаются от объемных,

что на качественном уровне описывается как появ-

ление дополнительного по отношению к объему ма-

териала поверхностного потенциала. Такой потенци-

ал может самостоятельно создавать локализованные

на поверхности состояния, на что обращал внимание

еще Шокли [14].

В настоящей работе на примере базовой для

описания топологических состояний 1D модели

СШХ, а также модели РМ мы рассмотрели взаимо-

связь и взаимовлияние поверхностного потенциала

и топологического фактора при образовании по-

верхностных связанных электронных состояний

(ПСС). Мы показали, что один и тот же тип по-

верхностного потенциала может как подавлять

ПСС в топологически нетривиальном материале,

так и создавать их в топологически тривиальном

материале с нулевым числом оборотов. При этом

существенное различие ПСС в топологическом

и нетопологическом материалах сохраняется при

учете поперечной дисперсии.

2. Базовая модель. Базовая модель представ-

ляет собой альтернированную цепочку с двумя ато-

мами (узлами) a и b в элементарной ячейке и опи-

сывается уравнением для узельных амплитуд ca,bn:

(ε− εa) can = −t2cbn−1 − t1cbn,

(ε− εb) cbn = −t1can − t2can+1.
(1)

Здесь εa,b – узельные энергии, при εa = εb = ε0
имеем модель СШХ, при εa 6= εb – модель РМ; t1
и t2 – интегралы перескока соответственно внутри

ячейки и между ячейками, n – номер элементарной

ячейки. Сам выбор ячейки в объемном материале

произволен, но диктуется положением границы или

интерфейса в полубесконечном кристалле или в гете-

роструктуре. Для определенности независимо от вы-

бора элементарной ячейки крайний атом всегда бу-

дем обозначать индексом a, что обеспечивает сохра-

нение вида объемных уравнений (1), а вот соотноше-

ние между интегралами перескока t1 и t2 может быть

различным. Объемный закон дисперсии в модели (1)

имеет вид (период решетки принимаем за единицу):

εc,v (k) = ε±
√
δ2 + t21 + t22 + 2t1t2cos(k) = ε±∆(k),

(2)

где δ = (εa − εb)/2, ε = (εa + εb)/2 . Минимальная

энергетическая щель равна 2
[
δ2 + (|t1| − |t2|)2

]1/2
и

располагается: в центре зоны Бриллюэна (k = 0) при

t1t2 < 0 или на грани (k = π) при t1t2 > 0. Как

нетрудно видеть, объемный закон дисперсии (2) не

зависит от выбора элементарной ячейки. В дальней-

шем ветви закона дисперсии, соответствующие зна-

кам ± в (2), будем называть верхней ветвью (ВВ) и

нижней ветвью (НВ) соответственно.

Топологические свойства материала определяют-

ся поведением на комплексной плоскости вектора, со-

ставленного из компонент обобщенного комплексно-

го интеграла перескока τ (k) = t1 + t2e
ik (при на-

шем выборе элементарной ячейки), и характеризу-

ются числом оборотов вокруг начала координат при

изменении k от 0 до 2π [7, 9]. Если замкнутая кри-

вая (проекция этой кривой на плоскость δ = 0 в про-

странстве параметров модели РМ [14]), которую опи-

сывает конец вектора (Re τ (k) , Im τ (k), включает

начало координат, – число оборотов равно единице,

и материал топологически нетривиален. На поверх-

ности такого материала существует топологическое

ПСС с энергией, равной энергии поверхностного ато-

ма ε0 в модели СШХ или εa в модели РМ. Если

же начало координат находится вне этого контура,

число оборотов равно нулю, материал топологически

тривиален и ПСС отсутствует. Покажем, что нали-

чие поверхностного потенциала может изменить эти

условия.

Опишем сначала влияние поверхностного потен-

циала на ПСС в модели СШХ. Для модели СШХ,

которая первоначально использовалась для модели-

рования π-орбиталей в полиацетилене, наиболее ти-

пичное соотношение параметров таково, что t1t2 > 0,

и экстремумы зон находятся на грани зоны Брил-

люэна. Поэтому для волнового вектора ПСС (объем

расположен справа от поверхности) запишем

k = π + iκ. (3)

Узельные амплитуды и закон дисперсии (2) ПСС

при этом имеют вид ca,bn = ca,bκ(−1)
n
e−κn и подчи-

няются уравнениям в объеме материала:

(ε− ε0) caκ = (t2e
κ − t1)cbκ,

(ε− ε0) cbκ = (−t1 + t2e
−κ)caκ,

(4)
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где выражение, получающееся из объемного закона

дисперсии (2) при комплексном значении волнового

вектора (3)(ε = εc,v(κ)), имеет вид:

εc,v(κ) = ε0 ±
√
(t1 − t2)

2
ch
(κ
2

)2
− (t1 + t2)

2
sh
(κ
2

)2

(5)

и описывает состояние с энергией внутри запрещен-

ной зоны, локализованное у поверхности с декремен-

том κ. Декремент κ определяется граничным усло-

вием. Помимо ПСС (5), имеются еще и ПСС, соот-

ветствующие не (3), а k = iκ, и расположенные ни-

же валентной зоны и выше зоны проводимости. Эти

состояния мы в статье не рассматриваем, посколь-

ку при наличии дефекта они могут существовать и в

пределе одноатомной цепочки без удвоения (t1 = t2)

и расположены вне запрещенной зоны, т.е. в совер-

шенно другой области энергий, чем топологические

ПСС.

Рассмотрим модельный поверхностный потен-

циал, который характеризует отличие от своих

объемных значений узельной энергии (ε0 → ε0 + ζ)

и ближайшего к поверхности интеграла перескока

(t1 → ts). На рисунке 1 представлены варианты

полубесконечной цепочки СШХ в отсутствие

Рис. 1. (Цветной онлайн) Одномерные базовые модели
сильной связи, рассматриваемые в настоящей работе.
I – топологически нетривиальный 1D кристалл, II – то-
пологически тривиальный 1D кристалл

поверхностного потенциала (рис. 1a, b) и при его

наличии (рис. 1c). Двойными или одинарными лини-

ями обозначены химические связи с большими (t+)

или меньшими (t−) значениями интеграла перескока

соответственно. Первый вариант (I) (рис. 1a) в отсут-

ствие поверхностной реконструкции и поверхностно-

го потенциала (ts = t1 = t−, t2 = t+, ζ = 0) отвечает

топологически нетривиальному полубесконечно-

му 1D кристаллу (имеется топологическое ПСС),

второй вариант (II) (ts = t1 = t+, t2 = t−, ζ = 0)

(рис. 1b) – топологически тривиальному (ПСС от-

сутствует). В отсутствие поверхностного потенциала

в структуре, изображенной на рис. 1a, энергия ПСС

расположена посередине запрещенной зоны (нулевая

мода):

ε = ε0, ∆(κ0) = 0, e−κ0 =
t1
t2

=
t−
t+

, (6)

амплитуды в узлах b равны нулю, а амплитуды в уз-

лах a осциллируют с номером ячейки:

cbn = cbκ = 0, can ∝ (−1)
n
e−κ0n. (7)

При наличии поверхностного потенциала уравне-

ния для узельных амплитуд вблизи поверхности име-

ют вид:

(ε− ε0 − ζ) ca0 = −tscb0,

(ε− ε0) cb0 = −tsca0 − t2ca1.
(8)

Рассмотрим частный случай ts = t1 (поверхност-

ный потенциал локализован только на крайнем уз-

ле). Второе уравнение в (8) при этом удовлетворя-

ется тождественно (см. (1)). Граничное условие в

удобном для анализа виде можно получить, допол-

нив первое уравнение (8) до объемного уравнения

(1) путем добавления и вычитания члена t2c̃b−1, где

знак тильда означает значение амплитуды в узле b,

экстраполированное из объема на фиктивный узел с

n = −1. В результате находим независящее явно от

энергии граничное условие:

−ζca0 = t2c̃b−1. (9)

Заметим, что в случае отсутствия поверхностного по-

тенциала (ζ = 0) (невозмущенная исходная модель

СШХ (1)) из граничного условия (9) без каких-либо

дополнительных вычислений (ср. с [9]) немедленно

получаем cbκ = 0 (7), а из первого уравнения (8)

ε = ε0, т.е. (6).

Поскольку амплитуды a и b связаны соотноше-

нием (4), уравнение (9) определяет декремент κ и

энергию ПСС (5). Из соотношения (9) следует важ-

ный вывод: при наличии поверхностного потенциа-

ла узельного типа амплитуда в узле b уже не рав-

на нулю, в отличие от стандартного топологическо-

го состояния (7). Можно показать, что в структуре

I (топологически нетривиальный материал) при ма-

лых значениях ζ и t1 = t−, t2 = t+:

εI − ε0 ≈ ζ
t2+ − t2−

t2+
. (10)

Как следует из (10), при наличии поверхностного

потенциала, локализованного на узле, уровень топо-

логического ПСС смещается из центра запрещенной

зоны к ее краю. Мерой сохранения влияния тополо-

гического фактора на формирование ПСС при этом

может служить отношение узельных амплитуд в под-
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решетках a и b. Когда это отношение становится

величиной порядка единицы, роль топологического

фактора следует считать незначительной. При уве-

личении амплитуды поверхностного потенциала до

значения
|ζ| = t+ (11)

декремент обращается в нуль, уровень ПСС при

дальнейшем увеличении |ζ| пересекает край разре-

шенной зоны, и ПСС исчезает. При этом объемные

топологические характеристики не меняются (в рас-

сматриваемой ситуации число оборотов равно едини-

це), и точка (11) есть точка нарушения соответствия

объем–поверхность.

В случае t1 = t+, t2 = t− (нетопологический ма-

териал II) модуль отношения амплитуд cbκ/caκ (4)

при изменении декремента от нуля до критического

значения (6) κ0 пробегает значения от единицы до

бесконечности. Следовательно (см. (9)), ПСС в то-

пологически тривиальном материале возникает при

значении поверхностного потенциала |ζ| > t− = t2.

Можно показать, что энергия ПСС при этом в преде-

ле слабого отклонения потенциала от критического

значения t−(|ζ| = t− + ζ′, ζ′ << t−) равна:

εII − ε0 = −sign(ζ)

(
t+ − t− − 1

2
κ2 t+t−

(t+−t−)
2

)
, (12)

где декремент κ связан с поверхностным потенциа-

лом соотношением

κ = ζ′
t+−t−
t+t−

,

т.е. энергия ПСС отщепляется от края разрешенной

зоны и с ростом |ζ| смещается вглубь запрещенной

зоны. Таким образом, в интервале значений поверх-

ностного потенциала

t− < |ζ| < t+ (13)

ПСС существует как в топологически нетривиаль-

ном (I) (10), так и в топологически тривиальном

(II) (12) материалах. В этом интервале “сила влия-

ния” поверхностного потенциала достаточно велика,

чтобы образовать ПСС и в отсутствие действия то-

пологического фактора. Поэтому следует полагать,

что и в топологически нетривиальном материале

ПСС в значительной степени сформировано в ре-

зультате действия поверхностного потенциала, а не

топологического фактора. Данный интервал можно

считать областью “слабого” нарушения соответствия

объем–поверхность. Интервал же |ζ| > t+, где ПСС в

топологически нетривиальном материале отсутству-

ет, уместно рассматривать как область “сильного”

нарушение этого соответствия.

Рассмотрим другой частный случай (условно –

релаксация поверхности) ζ = 0, ts 6= t1 в (8). Выпол-

нив описанную выше процедуру дополнения урав-

нений для амплитуд вблизи границы до объемных

уравнений, получим следующие граничные условия:

cb0 = c̃b0, ca0 =
t1
ts
c̃a0,

(
t2s − t21

)
c̃b0 = t1t2c̃b−1.

(14)

Здесь, как и выше, знаком тильда обозначены экс-

траполированные из объема значения узельных ам-

плитуд. Заметим, что в отличие от поверхностного

потенциала, локализованного на узле, поверхност-

ный потенциал, локализованный на связи, не пере-

путывает узельные амплитуды на различных подре-

шетках. Поэтому стандартное топологическое ПСС

(6), (7) (с нулевой амплитудой на узлах подрешет-

ки b) сохраняется при условии t1< t2 (система I на

рис. 1). Таким образом, поверхностный потенциал,

локализованный на связи, не приводит к нарушению

соответствия объем–поверхность.

С учетом (3) и (8), из (14) получим следующее

условие существования ПСС, связанного с собствен-

но поверхностным потенциалом:

eκ =
t21 − t2s
t1t2

. (15)

Как следует из (15), декремент отличен от нуля, и

ПСС существует только при условии:

t2s < t1(t1 − t2). (16)

Из (16) немедленно следует, что в топологически

нетривиальном материале (вариант I рис. 1, t1 < t2)

ПСС, связанные собственно с поверхностным потен-

циалом, локализованным на связи, отсутствуют. В

топологически тривиальном материале (вариант II

рис. 1) соотношение (15) можно записать как

eκ =
t2+ − t2s
t+t−

. (17)

При уменьшении величины крайнего интеграла пере-

скока от значения t2s = t+(t+ − t−) (т.е. при увеличе-

нии абсолютной величины локализованного на связи

поверхностного потенциала |ts − t+ |) нетопологиче-

ские ПСС симметричными парами отщепляются от

краев разрешенных зон и смещаются к центру запре-

щенной зоны. При обращении ts в нуль крайняя ва-

лентная связь (рис. 1b) исчезает, вариант II структу-

ры превращается в вариант I на рис. 1, энергия ПСС

совпадает с энергией нулевой моды (6), а условие (17)

совпадает с условием существования топологическо-
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го ПСС (последнее соотношение в (6)). Заметим, что

с химической точки зрения топологическое ПСС в

топологически нетривиальном материале со слабой

связью, выходящей на поверхность, представляет со-

бой ненасыщенный радикал (поверхностное состоя-

ние Шокли) [14, 15]. Поэтому признаком, определяю-

щим значительный вклад топологического фактора

в формирование ПСС в нетопологическом материа-

ле, может служить существенно меньшая величина

поверхностного интеграла перескока ts по сравнению

с t+. В этом случае на поверхность формально выхо-

дят последовательно две ненасыщенные валентные

связи, туннельное расщепление которых порождает

пару ПСС (17).

Можно показать, что в ситуации, когда присут-

ствуют и узельная компонента поверхностного по-

тенциала, и компонента, связанная с модификацией

интеграла перескока, границы областей существова-

ния ПСС (11), (12) модифицируются. Так, критиче-

ское значение узельной компоненты поверхностного

потенциала, выше которого ПСС отсутствуют, в за-

висимости от величины компоненты поверхностного

потенциала, локализованной на связи ts, может как

увеличиваться, так и уменьшаться. Но интервал зна-

чений ζ, в котором имеет место “слабое” нарушение

соответствия объем–поверхность, в меру ts увеличи-

вается.

На базе полученных результатов перейдем к рас-

смотрению модели РМ.

3. Модель РМ. Модель РМ описывает цепочку,

альтернированную как по связям, так и по узлам.

Узельные амплитуды в объеме определяются исход-

ными уравнениями (1). При этом в уравнениях моде-

ли СШХ (4) для фурье-амплитуд узельную энергию

ε0 следует заменить на энергии εa и εb для подреше-

ток a и b соответственно. Закон дисперсии в модели

РМ имеет вид (2).

Фундаментальное отличие модели РМ от модели

СШХ заключается в отсутствии симметрии относи-

тельно инверсии координат, а также киральной сим-

метрии. Последнее обстоятельство приводит к тому,

что число оборотов не квантуется, поскольку пово-

рот вектора Гамильтониана при прохождении волно-

вым вектором зоны Бриллюэна происходит не в дву-

мерном, а в трехмерном псевдоспиновом простран-

стве и характеризуется не замкнутой двумерной кри-

вой, а телесным углом. Однако, как показано, напри-

мер, в [9], и в модели РМ можно ввести топологи-

ческую характеристику, аналогичную числу оборо-

тов, если рассмотреть проекцию телесного угла на

плоскость δ = 0 в пространстве параметров моде-

ли РМ. Таким образом, и в 1D модели РМ суще-

ствуют топологически тривиальные и топологиче-

ски нетривиальные фазы в полубесконечной цепочке

(роль поперечной дисперсии рассмотрена ниже).

По-прежнему считаем, что t1t2 > 0, и экстремумы

зон расположены на грани зоны Бриллюэна. Уравне-

ния для узельных амплитуд в k -пространстве в моде-

ли РМ следуют непосредственно из (1) и имеют вид

(4) с заменой ε0 на εa и εb в подрешетках a и b со-

ответственно. Как и в модели СШХ, топологически

нетривиальной ситуации отвечает материал, имею-

щий на границе слабую связь t−. При этом правая

часть второго уравнения в (4) (уравнения для ам-

плитуды в подрешетке b) также может обращаться

в нуль при t1 = t−, t2 = t+, что требует обращения

в нуль левой части вследствие равенства нулю ам-

плитуд в подрешетке b. Таким образом, стандартное

(без учета поверхностного потенциала) топологиче-

ское ПСС в модели РМ аналогично стандартному то-

пологическому состоянию в модели СШХ (6), но его

энергия расположена не в центре запрещенной зоны

ε (2), а совпадает с энергией крайнего атома, т.е. с

узельной энергией подрешетки a: ε = εa (∆ = |δ|
в (2)), что обеспечивает равенство нулю левой части

первого уравнения (4) (правая часть пропорциональ-

на нулевой амплитуде в подрешетке b). Декремен-

ты для стандартного топологического ПСС в модели

СШХ (SSH) и в модели РМ (RM) совпадают:

eκ0SSH = eκ0RM =
t+
t−

.

Если в модели СШХ максимальная величина де-

кремента, определяемая условием действительности

энергии (5), ограничена значением eκ0 = t+/t−, то в

модели РМ декремент, как следует из (2) и (5), может

принимать существенно большие значения, ограни-

ченные величиной:

ch (κc) = ch (κ0) +
δ2

2t−t+
, (18)

при которой энергетический уровень ПСС находится

строго посередине запрещенной зоны ε = ε (∆ = 0 в

(2)) и происходит смыкание ВВ и НВ закона диспер-

сии. При этом, если εa > εb, то ПСС отвечает ВВ, а

если εa < εb – НВ закона дисперсии.

Поверхностный потенциал в модели РМ, как и в

модели СШХ, также приводит к нарушению соответ-

ствия объем–поверхность. Но поведение энергетиче-

ского уровня и волновой функции ПСС при измене-

нии ζ в модели РМ существенно отличается от мо-

дели СШХ. В модели РМ для поверхностного потен-

циала, локализованного на узле, остается справедли-

во граничное условие (9) в модели СШХ, которое в

фурье-компонентах можно переписать так:
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ζ = t2e
κν (κ) , ν (κ) =

cbκ
caκ

. (19)

Введенная в (19) характеристическая функция ν (κ)

определяется объемными уравнениями для ампли-

туд (4), в которых конкретные значения t1 и t2 зави-

сят от выбора элементарной ячейки, и, соответствен-

но, от типа границы. Согласно граничному условию

(19) поверхностный потенциал ζ и функция ν (κ)

должны иметь одинаковый знак.

Пусть εa > εb (δ > 0 в (2)). В топологически

нетривальном материале I (t2 = t+ в граничном усло-

вии (19)) при ζ = 0 уровень энергии ПСС совпадает

с уровнем энергии атома в подрешетке a:

εI

0 = εa. (20)

Верхний индекс I в (20) указывает на то, что мы

рассматриваем топологически нетривиальный в от-

сутствие потенциала ζ материал. Можно показать,

что нигде в допустимом интервале изменения декре-

мента параметр ν(κ) в топологическом материале не

имеет особенностей. С ростом ζ > 0 уровень энер-

гии ПСС, который описывается ВВ закона дисперсии

(2), в соответствии с (19) смещается (выталкивается)

вверх и достигает края зоны проводимости (κ = 0)

при значении поверхностного потенциала ζ:

ζI

1 = t+

√
δ2 +

(
t+ − t̃−

)2 − δ

t+ − t̃−
. (21)

В случае ζ < 0 уровень энергии ПСС, который

по-прежнему описывается ВВ закона дисперсии (2),

смещается вниз и достигает середины запрещенной

зоны (εI

c = ε) при значении поверхностного потен-

циала, определяемого соотношением (19) при κ =

= κc (△ = 0). В этой точке происходит переход с ВВ

на НВ закона дисперсии. При дальнейшем уменьше-

нии ζ декремент уменьшается от своего максималь-

ного значения κ = κc, и уровень ПСС, отвечающий

НВ закона дисперсии смещается вниз. При κ = κ0

энергия ПСС равна εb, а при

ζI

c2 = −t+

√
δ2 +

(
t+ − t̃−

)2
+ δ

t+ − t̃−
(22)

входит в непрерывный спектр валентной зоны (κ =

= 0). Таким образом, критические значения узель-

ной компоненты поверхностного потенциала, при ко-

торых происходит “сильное” нарушение соответствия

объем–поверхность (21), (22), для компонент поверх-

ностного потенциала имеют разный знак и, в отли-

чие от модели СШХ (11), не равны друг другу по

модулю.

В топологически тривиальном материале II (t2 =

= t−) функция ν (κ) при κ = κ0 на НВ закона диспер-

сии обращается в ±∞, т.е. ее поведение существенно

иное, чем в материале I. Пусть, как и выше, εa > εb
(δ > 0). В модели РМ в нетопологическом материале

типа II при малых значениях поверхностного потен-

циала ПСС ζ отсутствуют, и появляются только при

конечных значениях ζ. При ζ < 0 для критическо-

го значения, обеспечивающего отщепление ПСС от

зоны проводимости (при κ = 0), имеем

ζII

1 = −t̃−

√
δ2 +

(
t+ − t̃−

)2 − δ

t+ − t̃−
, (23)

а от валентной зоны ПСС отщепляется при ζ > ζII

2 ,

где:

ζII

c2 = t̃−

√
δ2 +

(
t+ − t̃−

)2
+ δ

t+ − t̃−
. (24)

При κ = κ0 (при ε = εb на НВ закона диспер-

сии) ПСС существует только при ζ → ±∞. Та-

ким образом в топологически тривиальном полубес-

конечном материале абсолютная величина узельно-

го поверхностного потенциала, выше которой суще-

ствует ПСС (граница “слабого” нарушения соответ-

ствия объем—поверхность), также зависит от знака

ζ. Заметим, что, как следует из (21), (22) и (23),

(24), в области положительных значений ζ при до-

статочно большой разности энергий подрешеток δ

область “слабого” нарушения соответствия объем–

поверхность может исчезнуть.

4. Поперечная дисперсия. Для описания по-

перечной дисперсии необходимо задать трехмерную

кристаллическую структуру и набор орбиталей, об-

разующих базис. Модели СШХ и РМ имеют непо-

средственное отношение соответственно к полупро-

водникам IV группы со структурой алмаза и со-

единениям A3B5 со структурой цинковой обманки,

описываемым в приближении сильной связи [16–18]

с учетом валентных s- и p-орбиталей. Изначально все

три орбитали |X〉, |Y 〉 и |Z〉 вырождены. Для ПСС

с декрементом в направлении [100] гибридизация ор-

биталей |S〉 и |Z〉 имеет конечную величину (и не

мала в масштабе интегралов перекрытий), и вырож-

дение орбитали |Z〉 и орбиталей |X〉, |Y 〉 снимается.

Таким образом, в направлении кристаллографиче-

ской оси [001] в пренебрежении поперечной дисперси-

ей орбитали |S〉, |Z〉 и |X〉, |Y 〉 расцепляются [18], и,

как показано в [19], состояния валентной зоны |△3,4〉
= |X〉±|Y 〉 описываются моделью РМ. Модель СШХ,

соответственно, получается, если считать узельные

энергии εa и εb равными. Интегралы перескока вы-
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ражаются через матричные элементы, связывающие

орбитали |X〉, |Y 〉 атома одной подрешетки, распо-

ложенного в центре тетраэдра, с орбиталями |X〉,
|Y 〉 атомов другой подрешетки в вершинах тетраэд-

ра: t± = Vxx ± Vxy. Соотношение между парамет-

рами t1,2 и t± для состояний |△3〉 и состояний |△4〉
носит обратный характер (с заменой Vxy на −V xy).

Если, например, состояния |△3〉 отвечают топологи-

чески нетривиальной ситуации, то состояния |△4〉,
обладающие той же энергией в объеме материала,

описывают уже топологически тривиальную конфи-

гурацию орбиталей. Величины матричных элементов

Vxx и Vxy таковы [17], что

t− = −t̃− < 0, (25)

т.е. t1t2 < 0 в (2). Следовательно, экстремумы зон

(2) расположены в точке Г в центре зоны Бриллю-

эна. Волновой вектор ПСС при этом, в отличие от

(3), равен:

k = iκ. (26)

При анализе поперечной дисперсии при малых

поперечных векторах k = (kx, ky) (меньших по абсо-

лютной величине, чем декремент ПСС) также можно

ограничиться рассмотрением четырех-орбитальной

модели с двумя одинаковыми атомами в элементар-

ной ячейке, каждый из которых представлен дву-

мя орбиталями px (|X〉) и py (|Y 〉), ориентирован-

ными параллельно поверхности, пренебрегая взаимо-

действием с орбиталями s и z. Аналогичная модель,

но для тетрагональной решетки, использовалась при

описании кристаллического топологического изоля-

тора в работе Фу [20]. В отличие от [20], мы рассмат-

риваем решетку типа алмаза.

Объемные уравнения для амплитуд записывают-

ся аналогично (4), и с учетом поперечной дисперсии

и спин-орбитального взаимодействия имеют вид:

[(ε− εa)σ̂0 − ĥa(p)]ĉapκ = τ (p, κ) ĉbpκ,
[
(ε− εb) σ̂0 − ĥb (p)

]
ĉ
bpκ

= τ (p,−κ) ĉapκ.
(27)

Здесь ĉa,bpκ – спиноры в базисе ↑,↓; τ (p,±κ) =

= (t1 (p) − t2(p)e
±κ), где, например, для состояний

|△4〉 имеем:

t1 (p) = t̃− (p) = (Vxy − Vxx) f1 (p) ,

t2 (p) = t+ (p) = (Vxy + Vxx) f2 (p) .
(28)

Отличие в знаках в правых частях (4) и (27) связано

с тем, что в силу Vxy > Vxx экстремум в рассмат-

риваемой в данном разделе модели находится не на

грани зоны Бриллюэна, как в (3), а в точке Г (26).

Факторы f1 (p) и f2 (p) – комплексные величины:

f1 (p) =
1

2
(1+e−i 1

2
(kx+ky)), f2 (p) =

1

2
(e−i 1

2
kx+e−i 1

2
ky ),

но их отношение

z (p) =
f1 (p)

f2 (p)
=

cos(
kx+ky

4 )

cos(
kx−ky

4 )
(29)

есть величина действительная. Уравнения для состо-

яний |△3〉 получаются из (28) заменой Vxy → −Vxy,

при этом в формуле (29) для z (p) числитель и зна-

менатель меняются местами.

Члены ĥa,b(p) описывают внутриподреше-

точный вклад неближайших соседей, включая

спин-орбитальное взаимодействие. Именно внутри-

подрешеточное спин-орбитальное взаимодействие

отвечает в рассматриваемой модели за характер-

ный для топологических материалов дираковский

закон дисперсии ПСС [9]. При малых значениях

поперечного квазиимпульса, т.е. когда справедливо

“расцепление” состояний |△3,4〉 и |S〉, |Z〉, независя-

щий от спина вклад вторых соседей, следующих за

ближайшими, можно считать константой и вклю-

чить в εa,b. Если в системе присутствуют полярные

искажения, вызванные, например, внешним электри-

ческим полем в направлении нормали к поверхности,

или же расстояния между подрешетками в направ-

лении [001] внутри элементарной ячейки и между

ячейками не равны вследствие тетрагональных

искажений решетки, а также если действуют оба эти

фактора, плоскость подрешетки, перпендикулярная

направлению [100], утрачивает зеркальную симмет-

рию, и возникает спин-орбитальное взаимодействие

Рашбы:

ĥa,b = λRa,bn · σ × σ = λRa,bp

(
0 e−iϕ

eiϕ 0

)
. (30)

Здесь n – единичный вектор в направлении [001], вы-

бранном за ось z, p = |p|, tanϕ = ky/kx. Из (27)

можно получить выражение для закона дисперсии,

обобщающее (2) для задачи со спином, которое со-

держит четыре ветви:

ε = ε± λ+ ±
√
[δ ± λ−]

2 +∆2(p, κ). (31)

Здесь λ± = (λRa ± λRb) p/2 , ∆(p, κ) – параметр ∆(k)

(2), в котором учтены соотношение (26) и зависи-

мость интегралов перескока от поперечного импуль-

са (28), знаки + и – перед квадратным корнем отве-
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чают, соответственно, ВВ и НВ закона дисперсии. За-

метим, что, если λRa = −λRb, как это было принято

в работе [9], в законе дисперсии сохраняются парабо-

лические минимумы. Для того, чтобы применить ис-

пользованную выше методику получения граничных

условий, трансформируем уравнения (27), выполнив

унитарное преобразование спинорных амплитуд:

(
c
(+)
a,b

c
(−)
a,b

)
= Û

(
ca,b↑

ca,b↓

)
, Û =

1√
2

(
1 1

e−iϕ −e−iϕ

)
.

(32)

В результате этого преобразования система четырех

связанных уравнений (27) разбивается на две пары

несвязанных уравнений:

[(ε− εa)∓ λRap] c
(±)
a = τ (p, κ) c

(±)
b ,

[(ε− εb)∓ λRbp] c
(±)
b = τ (p,−κ) c

(±)
a ,

(33)

имеющих вид уравнений стандартной бесспиновой

модели РМ (1) в импульсном представлении и с пе-

реопределенными коэффициентами. Верхний и ниж-

ний знаки перед спин-орбитальными членами в (33)

соответствуют таковым в законе дисперсии (31). При

фиксированном знаке перед спин-орбитальными чле-

нами из (33) получаем ВВ и НВ закона диспер-

сии (31).

Нетрудно видеть, что уравнения для фурье-

амплитуд c
(±)
a,b (32), (33), аналогичные соотношениям

(4), можно переписать в виде уравнений в узельном

представлении, аналогичным (1), для которых мо-

жет быть применена использованная выше методика

описания ПСС на базе граничных условий, получен-

ных в узельном представлении (9), (14).

Исследуем влияние поперечной дисперсии на

условие образования ПСС при наличии поверх-

ностного потенциала, действующего одинаковым

образом на все атомы граничного слоя. Заметим,

что нетривиальные примеры топологических состо-

яний в трехмерных нетопологических материалах,

генерируемых дислокациями и дефектами упаковки,

рассмотрены в работах [21, 22], а влияние точеч-

ных дефектов и одномерных дефектов (доменных

стенок) на ПСС в ТИ также исследовалось в [23]

и [24] соответственно. Граничное условие в случае

потенциала, локализованного на граничных атомах,

имеет в точности вид (19) с заменой ca,bκ→c
(±)
a,bκ и

ν (κ) → ν(±)(κ), t2 → t2 (p), где знаки ± относятся

к амплитудам, определяемым системой уравнений

(33). Спин-орбитальное взаимодействие не фигури-

рует непосредственно в соотношении для граничного

условия, но присутствует в выражении для ν(±)(κ),

которое определяется объемными уравнениями (33).

В отсутствие поверхностного потенциала из гра-

ничного условия (9) непосредственно следует, что

узельные амплитуды в подрешетке b равны нулю.

Данное условие требует обращения в нуль выраже-

ния в правой части второго уравнения в (33), что, в

свою очередь, дает дисперсионное уравнение для за-

висящего от поперечной дисперсии декремента ПСС:

e−κ = z(p)
Vxy − Vxx

Vxy + Vxx
, (34)

обобщающее соотношение (6). Здесь z (p) определено

в (29) и z (p = 0) = 1. При этом в отсутствие спин-

орбитального взаимодействия даже при наличии по-

перечной дисперсии энергия ПСС не зависит от по-

перечного квазиимпульса. В модели СШХ энергия

ПСС равна ε0, а в модели РМ – равна εa. Декремент

ПСС при учете поперечной дисперсии становится

функцией поперечного квазиимпульса: κ = κ (p). В

области малых значений поперечного квазиимпуль-

са, где наше рассмотрение (пренебрежение взаимо-

действием с | S〉 и | Z〉 орбиталями) имеет непосред-

ственное отношение к реальным полупроводникам

со структурой алмаза и цинковой обманки, фактор

z (p) слабо зависит от p и его можно считать равным

единице. Однако если аналогично [20, 25] формально

рассмотреть поперечный закон дисперсии для нашей

модели во всей зоне Бриллюэна, то отличный от ну-

ля декремент для состояний (31) существует, только

если

0 < z (p) < zc =
Vxx + Vxy

Vxx − Vxy
. (35)

При z (p) = zc декремент ПСС обращается в нуль.

Нетривиальный эффект в рассматриваемой мо-

дели, обусловленный поперечной дисперсией, связан

с появлением ПСС в материале, который в отсут-

ствие поперечной дисперсии описывается топологи-

чески тривиальной моделью, при выполнении усло-

вия (см. рис. 2):

z (p) > zc. (36)

Однако важно, что формулировка условия тополо-

гичности на языке числа оборотов вокруг начала ко-

ординат вектора на комплексной плоскости, состав-

ленного из компонент обобщенного комплексного ин-

теграла перескока τ (p, k) = t1 (p) − t2(p)e
ik, также

должна быть модифицирована с учетом поперечной

дисперсии. В результате оказывается, что условие

(36) есть ничто иное, как условие ненулевого чис-

ла оборотов такого вектора, достигаемое только при

конечном p. Таким образом, условие топологичности

зависит от поперечной дисперсии. Аналогичный вы-

вод содержится в работе [9], где была рассмотрена
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введенная в работе [25] для описания топологических

состояний модель сильной связи для | S〉 орбиталей в

решетке типа алмаза и цинковой обманки с направ-

лением нормали к поверхности [1,1,1]. Однако, сле-

дует заметить, что обобщенный интеграл перескока

в (33) τ (p, k) для действительного k в пространстве

волновых векторов может обращаться в нуль только

в двух точках k: 0 и π. Таким образом, непрерыв-

ные “вихревые линии” τ (p, k) = 0 в пространстве

волновых векторов, использованные в работе [9] для

интерпретации условий образования топологических

ПСС в трехмерных системах, с учетом данного об-

стоятельства отсутствуют.

Рис. 2. (Цветной онлайн) Области существования нето-
пологических и топологических ПСС в нашей моде-
ли. Топологически тривиальным ПСС соответствует
серая (светлая) область. Топологически нетривиаль-
ным ПСС – черная (темная) область. По осям отло-
жены kx и ky (зона Бриллюэна), zc = 3

Отличительным признаком топологического ма-

териала служит дираковский конус на поверхно-

сти материала, за образование которого отвечает

спин-орбитальное взаимодействие. Рассмотрим мо-

дель СШХ (εa = εb = ε0 и δ = 0) с поперечной дис-

персией и без поверхностного потенциала. Заметим,

что спин-орбитальные члены λRa,bp входят в урав-

нения модели в виде, аналогичном узельным энерги-

ям εa,b в модели РМ, которые и определяют уровень

ПСС в модели РМ. Уровень ПСС при этом в зависи-

мости от соотношения λRa и λRb с учетом их знаков

в (33), определяется либо ВВ, либо НВ закона дис-

персии (33). В результате получаем для поперечного

закона дисперсии в модели СШХ ожидаемое [9] вы-

ражение в виде конуса Дирака:

ε = ε0 ± λRap. (37)

Здесь разные знаки ± (т.е. ВВ и НВ поверхностного

закона дисперсии (37)) соответствуют верхним (спи-

новым) индексам системы (33). В случае наличия

поверхностного потенциала задача усложняется из-

за необходимости учитывать зависимость декремен-

та от поперечного импульса p. Рассмотрим узель-

ную компоненту поверхностного потенциала, кото-

рая, как и выше в (8), вводится в уравнения (33)

сдвигом ε → ε+ζ. Зависимость декремента от p опре-

деляется граничным условием (19), в котором функ-

ция ν (κ,p) зависит уже не только от декремента, но

и от поперечного импульса p, и находится из урав-

нений (33). Для идентификации наличия дираков-

ского конуса достаточно считать спин-орбитальный

вклад λRa,bp в закон дисперсии самым малым пара-

метром модели и пренебрегать квадратичными по p

поправками. Поэтому ниже будем считать t1,2 (p) ≈
≈ t1,2 (0) = t1,2.

Рассмотрим сначала топологический матери-

ал I. Без учета поперечной дисперсии и спин-

орбитального взаимодействия сдвиг уровня ПСС в

меру слабого поверхностного потенциала описыва-

ется соотношением (10). Для декремента примем

κ ≈ κ0 + κ1, где κ0 равно декременту нулевой моды

модели СШХ (6) и обеспечивает равенство нулю

подкоренного выражения в (5), (33) при p = 0, а κ1 –

малая добавка (ζ и λRa,bp считаем малыми). Для

κ1 из граничного условия (19) с функцией ν (κ,p),

найденной из уравнений (33), получим:

κ1 ≈ ζ2
t2+ − t2−

t4+
± 2δλ(p)

ζ

t2+
, (38)

где знаки ± соответствуют верхнему индексу в систе-

ме уравнений (33). С учетом (35) для энергии имеем:

ε = εI ± λRap, (39)

где εI – уровень ПСС (10) при наличии поверхност-

ного потенциала в отсутствие поперечной дисперсии.

Результат (39) нетривиален потому, что, несмотря на

ненулевую амплитуду ПСС в обеих подрешетках при

наличии поверхностного потенциала ζ (8), дираков-

ский конус определяется по-прежнему, как и в от-

сутствие ζ (6), (34), только спин-орбитальным взаи-

модействием в подрешетке а поверхностных атомов

(в приближении малых ζ и λRa,bp). Таким образом,

поверхностный потенциал в топологическом матери-

але сдвигает по направлению к одной из разрешен-

ных зон не только уровень ПСС (9), но и связан-

ный с ним дираковский конус поперечного закона

дисперсии.

В нетопологическом материале II поверхностный

потенциал, формирующий ПСС, уже нельзя считать
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малым параметром, но малостью, аналогично си-

туации при выводе соотношения (12), обладает ве-

личина декремента затухания κ при значении по-

верхностного потенциала вблизи своей критической

величины |ζ| ≈ t−. Для декремента можно получить:

κ ≈ 1

t+

(
±1

2
(λRa − λRb) p+ ζ′

t+−t−

t+t̃−

)
. (40)

Как и выше, считаем спин-орбитальное взаимодей-

ствие самым малым параметром. Поскольку при ма-

лой величине декремента энергия зависит от его

квадрата, вклад спин-орбитального взаимодействия

в величину (40) при вычислении энергии будет пре-

вышением точности. Для энергии в пределе малого

значения поперечного импульса получаем:

ε ≈ εII ±
1

2
(λRa + λRb) p, (41)

где εII – выражение для энергии ПСС вблизи по-

рогового значения величины поверхностного потен-

циала (12). Знаки ±, как и в случае топологически

нетривиального материала I (38), (39), относятся к

верхним индексам в системе (33). Таким образом, в

топологически тривиальном материале поперечный

закон дисперсии ПСС также имеет вид дираковско-

го конуса. Но качественное различие законов дис-

персии (39) и (41) состоит в том, что в топологиче-

ски нетривиальном материале параметры поперечно-

го закона дисперсии ПСС при наличии поверхност-

ного потенциала (39) остаются такими же, как и в его

отсутствие (37). Эти параметры определяются спин-

орбитальным взаимодействием только в подрешет-

ке, атомы которой выходят на поверхность, несмотря

на ненулевую узельную амплитуду на атомах другой

подрешетки. Вклад подрешетки b в поперечную дис-

персию, разумеется, присутствует, но в следующих

порядках малости по параметрам ζ и λRa,bp. В топо-

логически тривиальном материале, где ПСС возни-

кает только при наличии поверхностного потенциа-

ла, параметры дираковского конуса сразу же опреде-

ляются обеими подрешетками. При этом, например,

при λRa = −λRb, дираковский конус в законе диспер-

сии ПСС отсутствует.

5. Заключение. В настоящей работе на приме-

ре моделей СШХ и РМ мы исследовали влияние по-

верхностного потенциала на топологические состоя-

ния. Одно из ключевых понятий современной физи-

ки ТИ – соответствие объем–граница – связывает су-

ществование ПСС с объемными свойствами матери-

ала. Однако, поверхность представляет собой силь-

ное возмущение кристаллического потенциала, кото-

рое, как хорошо известно, может само по себе при-

водить к образованию ПСС [26] (таммовские ПСС).

Кроме того, в реальных материалах поверхность, как

правило, подвержена релаксации и реконструкции,

т.е. свойства приповерхностной области отличаются

от объема. Поэтому возникает необходимость уточ-

нения границ применимости и степени универсаль-

ности соответствия объем–граница, тем более, что

ряд экспериментов [12, 13, 26] показывают сохране-

ние ПСС и связанного с ними краевого транспорта

при переходе от топологически нетривиальных к то-

пологически тривиальным структурам. Как мы по-

казали в настоящем Письме, поверхностный потен-

циал может как формировать ПСС в топологически

тривиальных материалах, что вполне соответствует

общим представлениям о природе таммовских ПСС,

так и полностью разрушать топологические ПСС.

При этом в топологически нетривиальном матери-

але уже слабый поверхностный потенциал нарушает

условие обращения в нуль амплитуды ПСС на ато-

мах одной из подрешеток (неграничной). Фактиче-

ски наши результаты указывают на необходимость

учета при описании ПСС, помимо объемных харак-

теристик (число оборотов) также и граничных усло-

вий, что остается, безусловно, справедливым и в кон-

тинуальном приближении. Заметим, что данное об-

стоятельство подчеркивалось в работе [27], где был

приведен контрпример топологического ПСС в Z2

тривиальном полубесконечном кристалле.

Более неожиданным оказался результат рассмот-

рения модельной задачи о характере поперечной дис-

персии ПСС (p 6= 0). Как мы показали, особенно-

сти поперечной дисперсии, присущие топологически

нетривиальной фазе, а именно, зависимость попе-

речной дисперсии от параметров только граничной

подрешетки, сохраняются и в случае отличного от

нуля поверхностного потенциала, перепутывающе-

го состояния на различных подрешетках. При этом

поперечная дисперсия существенно влияет на усло-

вия формирования ПСС, модифицируя эффектив-

ное число оборотов. В результате ПСС в топологиче-

ски нетривиальном материале (без учета поперечной

дисперсии) существует только в ограниченной части

2D зоны Бриллюэна аналогично тому, как это имеет

место при описании ПСС в дираковской модели [28]

и, в известном смысле, в вейлевский полуметаллах

[29, 30]. С другой стороны, в 2D зоне Бриллюэна по-

является область, где ПСС существует в топологиче-

ски тривиальном (без учета поперечной дисперсии)

материале.

Вопрос о применимости полученных результатов

к реальным материалам потребует выхода за рамки

модельного рассмотрения и более корректного описа-
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ния эффектов релаксации и реконструкции поверх-

ности на базе ab initio вычислений. Наши результаты

могут найти применение в молекулярной электрони-

ке, где в настоящее время активно обсуждаются пер-

спективы создания проводников на базе топологиче-

ски нетривиальных молекулярных структур [31, 32].
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