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Различные типы электрогидродинамических неустойчивостей в жидких кристаллах являются посто-
янной темой в исследованиях жидких кристаллов. При этом нелинейная стадия флексоэлектрической
неустойчивости в нематиках остается наименее изученным аспектом этого явления. Данная работа осве-
щает яркое достижение в области нелинейной физики, представляя убедительный пример поведения
нелинейной динамической системы. Решая систему нелинейных уравнений для нематика в переменном
внешнем электрическом поле, на основе первых принципов получено уникальное “танцующее” поведе-
ние истинно двумерных структур выше порога флексоэлектрической неустойчивости. Анализ ограничен
жидкими кристаллами с отрицательной анизотропией диэлектрической проницаемости и электропровод-
ности. Полученное решение представляет собой устойчивый предельный цикл вблизи точки бифуркации
Хопфа (чуть выше нее), применимый в том диапазоне параметров, где характеристическая экспонента
решений является комплексной. Разработана обобщенная двумерная феноменологическая теория явле-
ния в духе теории Гинзбурга–Ландау.
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Более пятидесяти лет физика электрогидроди-

намических неустойчивостей в жидких кристаллах

(ЖК), находящихся под воздействием внешнего

электрического поля, остается предметом иссле-

довательского интереса [1–20]. В целом электро-

гидродинамика активно исследуется для широкого

класса материалов [21–27]. Подчеркнем, что по-

скольку нематические жидкие кристаллы (НЖК)

относятся к “мягким” системам, нелинейные эффек-

ты составляют одно из центральных направлений

исследования нематиков [11, 17–19, 28–33]. Как след-

ствие, формирование пространственно-временных

структур искажений нематического директора под

действием внешнего электрического поля остает-

ся активным предметом исследования последние

несколько десятков лет [2–7, 12, 15, 17, 18, 24, 34–49].

Однако, полное нелинейное описание явления до сих

пор отсутствует.

Представленная работа сосредоточена на флексо-

электрических неустойчивостях в НЖК, характери-

зующихся отрицательными анизотропиями диэлек-

трической проницаемости и электрической проводи-

мости, т.е., (−−) НЖК в классификации де Жена

[9]. В наших предыдущих работах [17, 19] мы сфор-

мулировали полную систему нелинейных динамиче-

1)e-mail: elenapikina@itp.ac.ru

ских уравнений для НЖК в переменном внешнем

электромагнитном поле. В частности, в [17], для слу-

чая достаточно низкой электрической проводимости

σ выведена система нелинейных уравнений для всех

мягких макроскопических переменных, связанных с

общими законами сохранения и нарушениями непре-

рывной симметрии, а именно, для компонент немати-

ческого директора n, компонент гидродинамической

скорости vi, поля электрического смещения D, дав-

ления P .

В [18]2) нами проведен линейный анализ устой-

чивости полученной общей системы и выявлены как

уже известные бифуркации исходно однородного по-

ля нематического директора, приводящие к стати-

ческим структурам искажений в виде одномерных

прямых или наклонных полос, так и впервые обна-

руженная теоретически бифуркация Хопфа, приво-

дящая к осциллирующим во времени стационарным

двумерным структурам, до этого не имевшим теоре-

тического обоснования для рассматриваемой систе-

мы. Наша недавняя работа [19] была, насколько нам

известно, первым нелинейным исследованием струк-

тур искажений, формирующихся в НЖК под дей-

ствием внешнего переменного электрического поля

2)Заметим, что к сожалению, в уравнении (17) в этой статье
[18] допущена опечатка: ошибочный знак перед членом iqx.
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немного выше порога флексоэлектрической неустой-

чивости, обсуждаемой в [18]. Рассматривался режим

с малым числом Рейнольдса, адаптированный к пре-

дельным случаям, в которых температура (или эн-

тропия) могут быть исключены из анализа. В ис-

следовании [19] изучались одномерные статические

и динамические структуры искажений, а также их

устойчивость.

В настоящей работе представлены двумерные ре-

шения нелинейных электрогидродинамических урав-

нений для НЖК, выведенных в [17, 19]. Рассмат-

ривается стандартная геометрия с нематиком, поме-

щенным в плоскую ячейку толщины d вдоль направ-

ления z под действием переменного электрического

поля, перпендикулярного x − y плоскости ячейки.

Предполагается, что в отсутствие внешнего электри-

ческого поля невозмущенный нематический дирек-

тор n всюду ориентирован вдоль оси оси x. Исследу-

ется конечный интервал значений амплитуд внешне-

го электрического поля выше порога флексоэлектри-

ческой неустойчивости для случая, когда комплекс-

ный инкремент (т.е. характеристическая экспонен-

та Ляпунова или скорость роста) критической моды

имеет ненулевую мнимую часть. Работа посвящена

анализу того, какие решения остаются устойчивы-

ми к возмущениям конечной амплитуды, а также к

шуму. Предметом интереса является определить, у

каких решений самый широкий бассейн притяжения

для разных областей фазовой диаграммы, получа-

ющейся в рамках линейного анализа. Чтобы отве-

тить на эти вопросы, необходимо исследовать дву-

мерные решения нелинейных уравнений, описываю-

щих нематик во внешнем электрическом поле при

различных начальных условиях с учетом и без учета

шума.

В работе [19] мы привели подробное описание

перехода от трехмерной к двумерной постановке

задачи, основанного на том, что в случае qcd ≫ 1

производные по направлению z много меньше про-

изводных по направлениям x и y. Здесь qc - это ко-

нечный критический волновой вектор, при котором

впервые развивается флексоэлектрическая неустой-

чивость. Это важно, поскольку линейный анализ по-

казывает, что характеристическая экспонента λ со-

держит вклад, пропорциональный q2z , аналогичный

вкладам, пропорциональным q2cx, q
2
cy [18]. Условие

qcd ≫ 1 позволяет игнорировать границы, т.е. рабо-

тать в пределе бесконечной толщины нематической

пленки. Линейный анализ показывает, что в этом

случае не возникает никаких неустойчивостей при

конечных qz, что означает отсутствие соответствую-

щих степеней свободы. Это факт обосновывает пред-

положение об отсутствии зависящих от z неустой-

чивых мод вблизи порога неустойчивости, позволяя

ограничить численное решение двумя измерениями.

Процедура приведения уравнений для поля элек-

трического смещения D и давления P к локально-

му виду также описана в [19]. Этого удобно сделать

путем замены нелокального уравнения для вектора

электрического смещения D двумя локальными ди-

намическими уравнениями для плотности свободных

зарядов ̺e и электрического потенциала Φ, а также

введения фиктивных динамических уравнений для

Φ и P , см. ниже. Заметим, что поле электрического

смещения D выражается как Di = ǫ0 ǫikEk + Pfl,i,

где ǫik = ǫ⊥δ
⊥
ik + ǫ‖nink – тензор диэлектрической

восприимчивости, δ⊥ik ≡ δik − nink , а флексоэлек-

трический вклад в поляризацию дается выражением

Pfl = ζ n(∇n).

Исчерпывающий анализ одномерных решений

этой нелинейной системы для нематиков, находя-

щихся под воздействием внешнего электрического

поля с амплитудой E0, незначительно превышающей

значение на пороге флексоэлектрической неустойчи-

вости E0c, был проведен в [19]. В настоящей рабо-

те обсуждаются двумерные численные решения сле-

дующей системы нелинейных динамических урав-

нений:

∂tni = −v∇ni + nkδ
⊥
ij∂kvj + Ξ⊥

i /γ, (1)

ρ∂tvi = −∇ (K∇nj∂inj)− ∂k(Ξ
⊥
i nk)

− ∂iP + ∂k (DkEi) + η∇2vi, (2)

∂t̺e = −∇ (σ̂E), (3)

̺e = ∇
(
ǫ0ǫ̂(E0 −∇Φ) +Pfl

)
, (4)

∇2P + ∂k∂i (K∂knj∂inj)

+ ∂k∂i(Ξ
⊥
i nk)− ∂k∂i (DkEi) = 0. (5)

Здесь Ξ⊥
i = δ⊥ijΞj , и

Ξi = K∇2ni + ǫ0(ǫ‖ − ǫ⊥)EinE+ ζEi(∇n)− ζ∂i(nE)

– взятая с обратным знаком вариационная производ-

ная термодинамического потенциала по n, γ – ко-

эффициент вращательной вязкости. Заметим также,

что в системе (1)–(5) матрица ǫ̂ – это матрица диэлек-

трической проницаемости НЖК ǫik, ∆ǫ = ǫ‖ − ǫ⊥ –

диэлектрическая анизотропия, σ̂ – матрица электри-

ческой проводимости нематика σik, ∆σ = σ‖ − σ⊥ –

анизотропия проводимости, и также используется

приближение одного флексокоэффициента ζ = e1.

В свою очередь, j = σ̂E – плотность тока свобод-

ных зарядов, а компонента nx нематического дирек-

тора выражена через отклонения ny, nz как nx =

= (1−n2
y−n2

z)
1/2. Полное электрическое поле дается
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выражением E = E0 cos(ωt) −∇Φ, где E0 – внешнее

переменное электрическое поле, направленное вдоль

оси z, и Φ – электрический потенциал, индуцирован-

ный возмущениями электрического поля; здесь, w -

частота переменного поля.

На следующем шаге, дополнительные слагаемые

δ⊥ikAk(An), пропорциональные A, где A – малый

(по абсолютной величине) вектор, ориентированный

вдоль оси x, вводятся в правую часть уравнений (1).

Это делается для того, чтобы сохранить преоблада-

ющую ориентацию директора n вдоль оси x и пода-

вить эффекты паразитных нулевых мод в двумерном

пределе, см. [19]. Аналогичным образом к уравнени-

ям (2) добавляются члены −Gv vi, чтобы подавить

нулевую моду компонент скорости vi. Все эти допол-

нительные члены, пропорциональные коэффициен-

ту A, должны быть малы по сравнению с основны-

ми вкладами, пропорциональными ∂2x и ∂2y соответст-

венно.

Заметим также, что в (2) используется только

один изотропный коэффициент сдвиговой вязкости

вместо полного тензора вязкости Лесли. Полный тен-

зора вязкости повлиял бы на количественные значе-

ния порога неустойчивости. Тем не менее, посколь-

ку неустойчивость определяется главным образом

взаимодействием между нематическим директором

и электрическим полем, ожидается, что набор ста-

ционарных решений качественно не изменится в ис-

пользуемом приближении.

После устранения нелокальности уравнений для

вектора электрического смещения D и давления P ,

см. [19], приходим к следующим локальным уравне-

ниям для этих полей:

C∂tΦ = −G1Φ+ ̺e − ∇
(
ǫ0ǫ̂(E0 −∇Φ) +Pfl

)
, (6)

CP∂tP = −GPP +∇2P + ∂k∂i (K∂knj∂inj)

+ ∂k∂i(Ξ
⊥
i nk)− ∂k∂i (DkEi) , (7)

причем следующие условия должны быть выполне-

ны: Cω ≪ ǫ0 ǫ q
2
c , G1 ≪ ǫ0 ǫ q

2
c , CPω ≪ q2c , и GP ≪ q2c .

Для двумерных численных вычислений моделиро-

вания дополнительно введенные параметры выби-

раются следующим образом: A2 = 2.5 · 1010 В2 м−2,

G1 = 1.54 · 1011 м−2. Все дополнительные параметры

удовлетворяют необходимым неравенствам, обсуж-

денным выше.

Ниже кратко обсуждаются двумерные чис-

ленные решения системы нелинейных уравнений

(1)–(3), (6), (7) в конечном интервале измене-

ния амплитуд поля E0. Уравнения решаются

численно с помощью стандартных подпрограмм,

реализованных в Wolfram Mathematica. В каче-

стве двумерной расчетной ячейки выбрана ячейка

{(−2π/qcx, 2π/qcx), (−2π/qcy, 2π/qcy)}, где qcx, qcy –

компоненты критического волнового вектора, по-

лученного для исследуемого набора материальных

параметров в рамках линейного приближения.

Критическая мода имеет большие времена релак-

сации вблизи точки неустойчивости. Таким образом,

предметом исследования является медленное дина-

мическое поведение НЖК (нематического жидкого

кристалла) на временных масштабах, значительно

превышающих период Tw = 2π/w внешнего электри-

ческого поля. Соответственно, стационарный режим

решений устанавливается на временном масштабе,

значительно превышающем Tw. Период медленной

динамики примерно определяется значением мнимой

части характеристической экспоненты λc и выража-

ется в единицах Tw как Tslow ≈ 2π/Im(λc). В свою

очередь, λc может быть получена в рамках линейно-

го приближения [18]. Отметим, что в настоящей ра-

боте преимущественно рассматривается область зна-

чений материальных параметров и амплитуд внеш-

него поля, соответствующих случаю осциллирующей

динамики критической моды на пороге неустойчи-

вости, т.е. с комплексной характеристической экспо-

нентой λc.

Из численного решения системы нелинейных ди-

намических уравнений (1)–(3), (6), (7) следует, что

если набор материальных параметров в линейном

приближении соответствует осцилляторному режи-

му, то решение в виде нетривиальной двумерной сто-

ячей волны является устойчивым.

Математически это решение сводится к линейной

комбинации двух ортогональных одномерных стоя-

чих волн, соответствующих структурам так назы-

ваемых наклонных роллов с волновыми векторами

qc1 = (qcx, qcy) и qc2 = (qcx,−qcy) и с фазовым сдви-

гом волн φ+ = φ− = ±π/2, см. ниже. Это суще-

ственно двумерное решение проиллюстрировано на

рис. 1, 2. На рисунке 1 представлены распределения

возмущений поля компоненты nz нематического ди-

ректора и график плотности возмущений поля ди-

ректора δn = (ny, nz) в плоскости x, y для пяти прин-

ципиальных моментов времени ti внутри временного

интервала [0, Tslow/2]. Можно заметить, что на полу-

интервале времени Tslow/2 решение проходит следу-

ющие стадии.

Одномерное решение в виде наклонных текстур

с qc1 = (qcx, qcy) реализуется в момент времени t =

= t1. Существенно двумерное решение возникает при

t = t2. Одномерное решение в виде наклонных тек-

стур с qc2 = (qcx,−qcy) формируется при t = t3. Су-
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Рис. 1. (Цветной онлайн) (a) – Зависимость поля возмущений компоненты nz и (b) – распределение плотности поля
искажений нематического директора |δn| = (n2

y +n2
z)1/2 как функции пространственных координат (x, y) в пяти клю-

чевых моментах времени в пределах временного интервала [0, Tslow/2] для решения в виде нетривиальной двумерной
стоячей волны, которая является устойчивым решением в диапазоне параметров материала, где инкремент неустойчи-
вости критической моды имеет мнимую часть. Значения параметров: E0c = 34.8 · 105 Вм−1 для набора материальных
параметров: ω (частота) = 2π · 300 c−1; σ⊥ = 20 · 10−10 Ом−1 ·м−1, ∆σ = −0.1σ⊥, K1 = K2 = K3 = K = 5.5 · 10−12 H,
ζ = 6.75 · 10−11 Кл ·м−1, ǫ⊥ = 18, ∆ǫ = −4π · 10−1, γ = 0.06 Па · c, η = 0.045 Па · c, C = 257.027 · 104 c · м−2,
Cp = 102.808 · 104 c · м−2, Gp = 6.17 · 1010 м−2, Gv = 2.467 · 1010 Па · c · м−2, qcx = 10.205 · 105 м−1, qcy = 28.26 · 105 м−1

Рис. 2. (Цветной онлайн) Векторная визуализация поля искажений нематического директора δn: (a) – вид сверху и
(b) – вид сбоку в пяти ключевых моментах времени в пределах временного интервала [0, Tslow/2] из рис. 1

щественно двумерное решение, сдвинутое на поло-

вину своего периода, реализуется при t = t4. Нако-

нец, одномерное решение в виде наклонных текстур

с qc1, возникающее при t = t5, соответствует стоячей

волне, сдвинутой на половину периода относитель-

но момента времени t = t1. В течение следующего

временного интервала Tslow/2 решение возвращает-

ся к состоянию фактически одномерного решения в

виде наклонных структур с qc1, соответствующему

моменту времени t1. Это означает, что система воз-

вращается в свое исходное состояние через интервал

времени ∆t = Tslow. Соответствующая векторная ви-

зуализация поля искажений нематического директо-

ра δn из рис. 1 представлена на рис. 2.

Такое поведение точно описывается в рамках

соответствующей двумерной (2D-) феноменологии,

сформулированной ниже, которая дает решение на

языке теории бифуркаций [50–53]. С точки зрения

теории бифуркаций [50–53], это весьма нетривиаль-

ное динамическое поведение, которое мы называем

режимом “танцующих” двумерных структур, указы-

вает на то, что решение рассматриваемой системы

нелинейных уравнений на больших временах пред-

ставляет собой устойчивый предельный цикл. Это
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соответствует замкнутой траектории в фазовом про-

странстве, возникающей в нелинейной системе вбли-

зи бифуркации Хопфа, т.е. бифуркации Пуанкаре–

Андронова–Хопфа. Подчеркнем, что в общем случае

мы получаем аналогичный характер решений для

случая различных констант упругости Франка.

Была подтверждена критическая зависимость

амплитуды первой гармоники решений от от-

клонения внешнего электрического поля от со-

ответствующего порогового значения E0c. Этот

факт согласуется с двумерной феноменологией

и соответствует мягкой бифуркации, см. ур. (23).

Соответствующая зависимость квадрата амплитуды

первой гармоники компоненты nz от (E0−E0c) пред-

ставлена на рис. 3 в приближении единой константы

Франка для того же набора параметров материала,

который использовался на рис. 1.

Рис. 3. (Цветной онлайн) Зависимости квадрата ампли-
туды первой гармоники |Ψnz

|2 для решения nz от (E0−
E0c) для набора материальных параметров из рис. 1.
Прямая линия – это линейная функция ∝ (E0 − E0c),
аппроксимирующая полученные из численного счета
синие точки

Отметим также, что при дальнейшем увеличе-

нии амплитуды внешнего поля мода с комплекс-

ной характеристической экспонентой (инкрементом

неустойчивости), соответствующая осцилляционно-

му поведению, перестает быть доминирующей. В ре-

зультате описанное выше истинно двумерное реше-

ние теряет устойчивость и становится неустойчивым.

Таким образом, происходит жесткая бифуркация, пе-

реводящая систему в состояние статических прямых

полос возмущений нематического директора. Соот-

ветственно, устойчивым становится решение с харак-

теристической экспонентой и qc = (qcx = 0, qcy), что

отвечает одномерным структурам со слоями, парал-

лельными оси x. Однако, поскольку переход между

этими конкурирующими решениями является пере-

ходом первого рода, интересно изучить гистерезис.

Очевидно, что существует возможность длительной

метастабильности решения. Таким образом, мы нахо-

дим, что в данном случае решение в виде одномерной

стоячей волны с обоими ненулевыми значениями qcx
и qcy является долгоживущим метастабильным ре-

шением.

На следующем шаге для аналитического пони-

мания и интерпретации численного решения полез-

но развить полное двумерное феноменологическое

исследование. Действительно, из-за медленного ха-

рактера динамики критической моды вблизи точ-

ки неустойчивости ее можно эффективно отделить

от других степеней свободы. Таким образом, для

слабонелинейного режима можно сформулировать

двухмерные феноменологические уравнения в ду-

хе Гинзбурга–Ландау, в рамках которых возникаю-

щие полевые структуры могут быть описаны все-

го несколькими параметрами, см. [19]. В рассмат-

риваемом случае медленной динамики нематиков

решения для критической моды возмущений, свя-

занной с основной гармоникой, включают Фурье-

гармоники с двумя эквивалентными наклонными

критическими волновыми векторами q1 и q2, име-

ющими одинаковые x-компоненты и противополож-

ные y-компоненты. Например, общий вид вклада в

nz, связанного с основной гармоникой, может быть

представлен как

Re
{
[ψ̃1+(t) + ψ̃1−(t)] exp(iq1r)

+ [ψ̃2+(t) + ψ̃2−(t)] exp(iq2r)
}
, (8)

где t выражено в единицах Tw, q1 = qc1 = (qcx, qcy)

и q2 = qc2 = (qcx,−qcy) – волновые вектора основ-

ной гармоники; а комплексные функции ψ̃j+ и ψ̃j−

содержат положительные и отрицательные частоты

соответственно.

Ниже развита обобщенная двухмерная феноме-

нологическая теория в духе Гинзбурга–Ландау. Фе-

номенологические уравнения должны быть инвари-

антны относительно перестановки волновых векто-

ров 1 и 2. Таким образом, с учетом всех правил от-

бора, для функций ψ̃j± можно выписать следующие

уравнения [19]:

∂tψ̃1+ = λψ̃1+ − b1|ψ̃1+|2ψ̃1+ − b2|ψ̃1−|2ψ̃1+ −
− b3|ψ2+|2ψ̃1+ − b4|ψ̃2−|2ψ̃1+ − b5 ψ̃2+ψ̃

⋆
2−ψ̃1−, (9)

∂tψ̃1− = λ⋆ψ̃1− − b⋆1|ψ̃1−|2ψ̃1− − b⋆2|ψ̃1+|2ψ̃1− −
− b⋆3|ψ̃2−|2ψ̃1− − b⋆4|ψ̃2+|2ψ̃1− − b⋆5 ψ̃2−ψ̃

⋆
2+ψ̃1+, (10)

∂tψ̃2+ = λψ̃2+ − b1|ψ̃2+|2ψ̃2+ − b2|ψ̃2−|2ψ̃2+ −
− b3|ψ̃1+|2ψ̃2+ − b4|ψ̃1−|2ψ̃2+ − b5 ψ̃1+ψ̃

⋆
1−ψ̃2−, (11)
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∂tψ̃2− = λ⋆ψ̃2− − b⋆1|ψ̃2−|2ψ̃2− − b⋆2|ψ̃2+|2ψ̃2− −
− b⋆3|ψ̃1−|2ψ̃2− − b⋆4|ψ̃1+|2ψ̃2− − b⋆5 ψ̃1−ψ̃

⋆
1+ψ̃2+. (12)

Стационарное состояние соответствует осцилли-

рующему во времени поведению главной гармоники.

В этом случае из уравнений (9)–(12) можно найти,

что уравнения для абсолютных значений ψ̃j± отделе-

ны от уравнений для фаз. В этом случае выражение

(8) можно удобно записать в виде

Re
{
[ψ1+ exp(iϕ1+(t)) + ψ1− exp(−iϕ1−(t))] exp(iq1r)

+ [ψ2+ exp(iϕ2+(t)) + ψ2− exp(−iϕ2−(t))] exp(iq2r)
}
,

(13)

где амплитуды основных гармоник ψj+ и ψj− со-

ответствуют положительным и отрицательным ча-

стотам соответственно, j = 1, 2 и ψj± > 0. В свою

очередь, ϕ1±(t) = λ′′t + φ1± и ϕ2±(t) = λ′′t + φ2±,

λ′′ = |Im(λ)|, φj± – соответствующие фазы. Заметим

также, что в работе [19] рассмотрена феноменология

только для фазового сдвига, равного нулю.

Далее, используя ур. (13), можно переписать

ур. (9)–(12) для амплитуд ψj± в виде:

∂tψ1±=L′
1±ψ1±−b′5ψ2+ψ2−ψ1∓ exp(±i(φ+ + φ−)), (14)

∂tψ2±=L′
2±ψ2±−b′5ψ1+ψ1−ψ2∓ exp(∓i(φ+ + φ−)), (15)

где для упрощения описания введены следующие

функции ψj±, ψj± > 0

L′
1± = λ′ − b′1ψ

2
1± − b′2ψ

2
1∓ − b′3ψ

2
2± − b′4ψ

2
2∓, (16)

L′
2± = λ′ − b′1ψ

2
2± − b′2ψ

2
2∓ − b′3ψ

2
1± − b′4ψ

2
1∓, (17)

где λ′, b′l – реальные части соответствующих вели-

чин, которые предполагаются положительными для

индексов l = 1, ..., 4. На знак коэффициента b′5, кото-

рый есть реальная часть константы b5, нет ограни-

чений, и он требует определения.

Фазовые сдвиги зависящих от времени префак-

торов двух главных гармоник 1 и 2 вводятся как

φ+ = φ2+ − φ1+, φ− = φ2− − φ1− в ур. (14)–(15).

Стационарное состояние соответствует осциллирую-

щему во времени поведению главных гармоник. По-

скольку ур. (14)–(15) должны быть инвариантны-

ми относительно перестановки волновых векторов

1 и 2, возможные значения фазовых сдвигов: φ± и

φ+ = φ− = 0 и φ+ = φ− = ±π/2. Случай φ+ =

= −φ− = ±π/2 сводится к φ+ = φ− = 0.

Рассмотрим ситуацию φ+ = φ− = ±π/2. В

данном случае из уравнений (14)–(15)можно найти

следующие условия реализации стационарного со-

стояния

L′
1±ψ1± + b′5 ψ2+ψ2− ψ1∓ = 0, (18)

L′
2±ψ2± + b′5 ψ1+ψ1− ψ2∓ = 0. (19)

Очевидно, что система уравнений (18)–(19) об-

ладает высокосимметричными решениями, тожде-

ственными решениям, полученным в [19], которые

соответствуют эффективной одномерной бегущей

волне или одномерной стоячей волне соответственно:

ψ1+ =
√
λ′/b′1, ψ1− = ψ2+ = ψ2− = 0 , (20)

для одномерной бегущей волны, и

ψ1+ = ψ1− =
√
λ′/(b′1 + b′2), ψ2+ = ψ2− = 0, (21)

для одномерной стоячей волны. Аналогичные одно-

мерные (1D) решения получаются очевидной пере-

становкой индексов. Кроме того, существуют следу-

ющие стационарные решения уравнений (18)–(19):

ψ1+ = ψ2+ =
√
λ′/(b′3 + b′1), ψ1− = ψ2− = 0, (22)

которое является двумерным и соответствует двум

одномерным бегущим волнам, распространяющимся

во взаимно перпендикулярных направлениях. Оче-

видно, что существуют аналогичные решения с оче-

видной перестановкой (взаимозаменой) индексов.

Наконец, возможно следующее стационарное ре-

шение уравнений (18)–(19):

ψ = ψ1± = ψ2± =

√
λ′(

(b′1 + b′2) + (b′3 + b′4 − b′5)
) , (23)

соответствующее нетривиальной двумерной стоячей

волне, которая представляет собой сумму двух ор-

тогональных одномерных стоячих волн с фазовым

сдвигом на φ+ = φ− = ±π/2.
В свою очередь, анализ устойчивости уравнений

(14)–(15) для случая φ+ = φ− = ±π/2 показывает,

что декременты, т.е. темпы затухания α, определяю-

щие релаксацию ∝ exp(−αt) малых возмущений ψ1±

и ψ2± вблизи решения в виде одномерной бегущей

волны (20), совпадают с соответствующими выраже-

ниями из работы [19]:

α1 = 2λ′, αj = λ′ (b′j − b′1)/b
′
1, где j = 2, 3, 4. (24)

Таким образом, решение в виде эффективной одно-

мерной бегущей волны устойчиво, если выполнены

условия b′2 > b′1, b
′
3 > b′1 и b′4 > b′1. Очевидно, что

одновременное выполнение трех таких условий ма-

ловероятно. Аналогично, анализ устойчивости урав-

нений (14)–(15) для случая φ+ = φ− = ±π/2 показы-

вает, что декременты β, определяющие релаксацию
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∝ exp(−βt) малых возмущений ψ1± и ψ2± вблизи ре-

шения в виде одномерной стоячей волны, см. (21),

также совпадают с соответствующими выражения-

ми из [19] и равны

β1 = 2λ′, β2 = 2λ′ (b′1 − b′2)/(b
′
1 + b′2),

β3,4 = λ′
(
b′3 + b′4 ∓ b′5 − (b′1 + b′2)

)
/(b′1 + b′2). (25)

Это означает, что одномерная стоячая волна устой-

чива, если b′1 > b′2 и (b′3+ b
′
4− b′5) > (b′1+ b

′
2). Соответ-

ственно, для обеспечения устойчивости должны од-

новременно выполняться два условия, а не три, как

в случае одномерной бегущей волны. Очевидно, что

выполнение двух условий более вероятно. Этот факт

объясняет неустойчивость решений в виде одномер-

ных бегущих волн.

Дальнейший анализ устойчивости уравнений

(14)–(15) для случая φ+ = φ− = ±π/2 показыва-

ет, что декременты κ, определяющие релаксацию

∝ exp(−κt) малых возмущений ψ1± и ψ2± вблизи

решения (22), равны:

κ1 = 2λ′, κ2 = 2λ′ (b′1 − b′3)/(b
′
3 + b′1),

κ3,4 = λ′
(b′2 + b′4 ∓ b′5 − (b′1 + b′3)

(b′3 + b′1)

)
. (26)

Таким образом, решение (22), соответствующее сум-

ме двух одномерных бегущих волн, распространяю-

щихся во взаимно перпендикулярных направлениях,

устойчиво, если b′1 > b′3 и b′2 + b′4 − b′5 > (b′1 + b′3).

Напомним, что решения (23) для амплитуд ψ1±

и ψ2± соответствуют 2D-стоячей волне, которая

представляет собой сумму двух ортогональных

1D-стоячих волн. В свою очередь, из анализа

устойчивости уравнений (14)–(15) для случая

φ+ = φ− = ±π/2 находим, что декременты κ̃,

определяющие релаксацию ∝ exp(−κ̃t) малых воз-

мущений ψ1± и ψ2± вблизи решения для двумерной

стоячей волны (23), имеют вид

κ̃1 = 2λ′, (27)

κ̃2 = 2λ′
(b′1 + b′2 + b′5 − (b′3 + b′4)

(b′1 + b′2 + b′3 + b′4 − b′5)

)
, (28)

κ̃3 = 2λ′
(b′1 + b′3 + b′5 − (b′2 + b′4)

(b′1 + b′2 + b′3 + b′4 − b′5)

)
, (29)

κ̃4 = 2λ′
(b′1 + b′4 + b′5 − (b′2 + b′3)

(b′1 + b′2 + b′3 + b′4 − b′5)

)
. (30)

Можно убедиться, что решение (23) устойчиво если

b′1 + b′2 + b′5 − (b′3 + b′4) > 0, (31)

b′1 + b′3 + b′5 − (b′2 + b′4) > 0, (32)

b′1 + b′4 + b′5 − (b′2 + b′3) > 0. (33)

Сравнительный анализ условий устойчивости для

всех решений показывает, что условия (31)–(33) с

наибольшей вероятностью выполняются при поло-

жительном b′5. Таким образом, мы находим, что дву-

мерное решение (23) с фазовым сдвигом φ+ = φ− =

= ±π/2 более вероятно в этом случае.

Подчеркнем, что для нулевого сдвига фаз (φ = 0),

все уравнения и результирующие выражения по-

лучаются из их аналогов для φ+ = φ− = ±π/2 пу-

тем изменения знака параметра b′5 на противопо-

ложный. Подчеркнем также, что все полученные

выше декременты имеют порядок λ′. Поскольку

λ′ ∝ E0 − E0c, это означает, что все декременты и ин-

кременты неустойчивости пропорциональны откло-

нению E0 − E0c.

Заметим, что также необходимо учитывать воз-

можные возмущения фаз. Рассмотрим случай стаци-

онарных решений (23), когда |ψ̃1+| = |ψ̃1−| = |ψ̃2+| =
= |ψ̃2−| = ψ, φ

(0)
+ = φ

(0)
− = π/2. Введем возмущения

фазы φ+ = π/2 + δφ+ , φ− = π/2 + δφ−, где

φ1+(t) = φ1+ + δφ1+, φ1−(t) = φ1− + δφ1−, (34)

φ2+(t) = φ2+ + δφ2+, φ2−(t) = φ2− + δφ2−, (35)

φ
(0)
+ = φ2+−φ1+, φ

(0)
− = φ2−−φ1−, δφ+ = δφ2+−δφ1+

и δφ− = δφ2− − δφ1−. Подставляя выражения (13),

(34)–(35) в ур. (9)–(12), можно получить следующие

динамические уравнения для δφ+ и δφ−

∂tδφ+ = − 2 |ψ|2 b′5 sin(δφ+ + δφ−), (36)

∂tδφ− = 2 |ψ|2 b′5 sin(δφ+ + δφ−). (37)

Из уравнений (36)–(37) следует, что

∂t(δφ+ + δφ−) = 0. (38)

Таким образом, можно использовать решение

δφ+ + δφ− = 0 . (39)

Решение (39) означает, что в слабонелинейном ре-

жиме при амплитудах электрического поля, слег-

ка превышающих их пороговые значения, динами-

ческие уравнения для фаз отщепляются от уравне-

ний для амплитуд. Следовательно, полученные ра-

нее условия устойчивости являются верными. Под-

черкнем, что для уравнений, определяющих фазо-

вые искажения, в случае нулевого фазового сдвига

все уравнения и результирующие выражения также
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получаются из соответствующих формул для нену-

левого фазового сдвига φ+ = −φ− = ±π/2 путем

изменения знака параметра b′5 на противоположный.

Таким образом, из анализа устойчивости мы за-

ключаем, что в слабонелинейном режиме при b′5 > 0

и при выполнении условий (31)–(33) двумерное реше-

ние (23) со сдвигом фазы φ+ = φ− = ±π/2 является

устойчивым. В случае при b′5 < 0 устойчиво двумер-

ное решение φ+ = φ− = 0.

Учитывая, что численные расчеты демонстриру-

ют устойчивость нетривиального двумерного реше-

ния со сдвигом фаз φ+ = φ− = ±π/2, составляю-

щих его двух ортогональных одномерных стоячих

волн для случая комплексной характеристической

экспоненты, можно сделать вывод, что выполнение

условия b′5 > 0 наиболее вероятно в данном случае.

Анализ устойчивости феноменологических уравне-

ний (14)–(15) дает тот же результат. В этом случае

стационарное решение феноменологических уравне-

ний (18)–(19) для амплитуд ψj±, определяемое урав-

нением (23), является устойчивым. Данный режим

соответствует описанной выше нетривиальной дву-

мерной волне в виде “танцующих” двумерных струк-

тур, когда выражение (13) отвечает двум ортого-

нальным одномерным стоячим волнам со сдвигом

фаз φ+ = φ− = ±π/2.
Чтобы описать результат двумерного решения и

связать его с развитой феноменологией, целесооб-

разно выделить зависящие от времени префакторы

(амплитуды) двух составляющих его главных гармо-

ник, которые модулируют пространственные профи-

ли этих главных гармоник в уравнении (13), и опре-

делить абсолютные значения этих префакторов как

Ψ1(t) = |ψ1+ exp(iϕ1+(t)) + ψ1− exp(−iϕ1−(t))|,
Ψ2(t) = |ψ2+ exp(iϕ2+(t)) + ψ2− exp(−iϕ2−(t))|. (40)

Соответствующие временные зависимости Ψnz1 и

Ψnz2 для nz, полученного из численного решения

нелинейных динамических уравнений (1)–(5), на ин-

тервале времени из рис. 1 показаны на рис. 4. Эти

зависимости иллюстрируют двумерное поведение ре-

шения с фазовым сдвигом φ+ = φ− = ±π/2 между

составляющими его ортогональными одномерными

стоячими волнами, описанными выше. Для каждого

заданного отклонения электрического поля E0 −E0c

выполняется соотношение Ψ2
nz

= Ψ2
nz1(t) + Ψ2

nz2(t),

где величина Ψnz
равна удвоенной амплитуде ψ,

определяемой выражением (23), т.е. равна 2ψ. Та-

кое поведение согласуется со свойствами предельно-

го цикла. Величину Ψ2
nz

можно назвать квадратом

амплитуды главной гармоники.

Рис. 4. (Цветной онлайн) Зависимости от времени аб-
солютных значений временных префакторов главных
гармоник Ψnz1 и Ψnz2 для компоненты nz на времен-
ном интервале из рис. 1

Чтобы связать феноменологическое выражение

(13) с численным двумерным решением, полученным

выше, рассмотрим эволюцию решения на интервале

времени [0, Tslow/2] (рис. 1) в те же пять моментов

времени ti. В момент времени t = t1 доминирует од-

номерная стоячая волна с волновым вектором q1 и

зависящей от времени амплитудой Ψnz1, равной 2ψ, в

то время как зависящая от времени амплитуда Ψnz2

одномерной стоячей волны с волновым вектором q2

равна 0. Следовательно, решение приближенно пред-

ставляет собой одномерную стоячую волну. В момент

времени t = t2 обе ортогональные одномерные сто-

ячие волны с волновыми векторами q1 и q2 имеют

равные зависящие от времени амплитуды, величи-

на которых составляет
√
2ψ. Таким образом, реше-

ние является двумерным. В момент времени t = t3
зависящая от времени амплитуда одномерной сто-

ячей волны с волновым вектором q1 обращается в

нуль. Соответственно, одномерная стоячая волна с

волновым вектором q2 и зависящей от времени ам-

плитудой Ψnz2, равной 2ψ, становится доминирую-

щей. В свою очередь, в момент времени t = t4 обе

стоячие волны снова имеют равные амплитуды ве-

личиной
√
2ψ, образуя двумерное решение. Наконец,

в момент времени t = t5 одномерная стоячая волна с

волновым вектором q1 и зависящей от времени ам-

плитудой Ψnz1 , равной 2ψ, вновь становится доми-

нирующей. При этом, зависящая от времени ампли-

туда стоячей волны с волновым вектором q2 обраща-

ется в нуль. Это означает, что восстанавливается ис-

ходная одномерная конфигурация с решением в ви-

де одномерной стоячей волны с волновым вектором

q1, но со сдвигом по фазе на π относительно момен-

та времени t = t1. В течение следующего интерва-

ла времени, равного Tslow/2, решение возвращается

к состоянию в момент t = t1. Таким образом, мы де-

лаем вывод, что численные результаты согласуются

с разработанной двумерной феноменологией в духе

Гинзбурга–Ландау вблизи порога неустойчивости.

Подчеркнем, что критическое поведение λ′ вбли-

зи порогового значения амплитуды внешнего поля

E0c подчиняется закону λ′ ∝ E0 − E0c. Следова-

тельно, амплитуды ψi± (см. (23)) пропорциональны√
E0 − E0c, что и обеспечивает критическое поведе-
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ние зависимости квадрата амплитуды первой гармо-

ники |Ψnz
|2, представленной на рис. 3. В свою оче-

редь, величина λ′′ определяется мнимой частью λ.

Однако, как было получено нами в [18], значения

Im(λ) и, соответственно, λ′′ слабо зависят от элек-

трического поля в окрестности порога, т.е. они слабо

зависят от отклонения E0 от его порогового значения

E0c. Это означает, что частота медленной динамики

решения не демонстрирует критического поведения.

Отметим, что лишь поправки к частоте, связанные с

мнимыми частями bi, пропорциональны E − Ec, см.

формулы (9)–(12).

Таким образом, настоящая работа демонстриру-

ет, что в слабонелинейном режиме, когда матери-

альные параметры и значения амплитуды внешнего

поля соответствуют области осцилляторного режима

в линейном приближении, истинно двумерное реше-

ние с амплитудами главных гармоник (23) и фазо-

вым сдвигом φ+ = φ− = ±π/2 между составляю-

щими его ортогональными одномерными стоячими

волнами является устойчивым. Это решение обла-

дает самым широким бассейном притяжения. Имея

на руках этот численный результат, можно опреде-

лить необходимые условия для феноменологических

констант из представленной двумерной феноменоло-

гии, позволяющие получить такое решение. Решения

в виде одномерных стоячих волн реализуются только

при начальных условиях, близких к одномерной сто-

ячей волне. Этот факт указывает на узкую область

притяжения и метастабильность такого решения.

Настоящее исследование представляет собой яр-

кий пример нелинейного динамического поведения

системы в нематиках. Путем решения системы точ-

ных нелинейных уравнений, полученных в работах

[17, 19], продемонстрировано возникновение “танцу-

ющего” поведения двумерных паттернов выше поро-

га флексоэлектрической неустойчивости. В анализе

рассматриваются ЖК с отрицательной диэлектри-

ческой и проводимостной анизотропией. Чуть выше

бифуркации Хопфа, соответствующей комплексной

характеристической экспоненте, решение представ-

ляет собой устойчивый предельный цикл нелиней-

ной системы. Проблема режимов и характера реше-

ний в случае амплитуд внешнего поля, значительно

превышающих пороговое значение при бифуркации

Хопфа, является предметом текущих исследований.

Описанный в работе тип флексоэлектрической

неустойчивости может найти полезные применения в

интегральной фотонике, в частности, при разработке

систем оптической связи нового поколения (см. ра-

боты [54, 55]). Если планарные волноводы заполнить

ЖК [56, 57], обладающими описанными свойствами,

и разместить источники переменного поля в опреде-

ленных точках, интегрированных в оптические муль-

типлексоры ввода-вывода [58, 59] вместе с поляри-

заторами, то такое устройство будет передавать вы-

бранный тип сигнала в заданные интервалы времени,

что является временным аналогом логики простран-

ственной фильтрации на основе поляризации [60]. В

частности, оно будет пропускать свет одного из че-

тырех типов поляризации в течение четырех соот-

ветствующих временных интервалов. Обсуждаемая

процедура потенциально также может использовать-

ся для кодирования сигналов.
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